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PARATHENIE

Teksti MATEMATIKA pér vitin e treté t€ arsimit profesional katérvjecar €shté shkruar sipas
programit mésimor pér 1éndén e njé€jté zgjedhore. I dedikuar pér nxénésit e drejtimit Gjeologjik -
xehetari dhe metalurgji, sektori Gjeologjia, xehetaria dhe metalurgjia, Drejtimi ndértimtari-
gjeodet, sektori Ndértimtari dhe gjeodezi, Drejtimi grafik, sektori Grafiteri, Ekonomike -juridike
dhe tregtare, sektori Ekonomi, juridik dhe tregtar, Drejtimi Elektroteknik, sektori Elektroteknik,
drejtimi Shéndetésor, sektori Shéndetési dhe mbrojtja sociale, drejtimi Bujqésor-veterinari,
sektori Bujqésor, peshkim dhe veterinari, drejtimi Shérbime profesionale, sektori Shérbime
profesionale, drejtimi Makineri, sektori Makineri, drejtimi Komunikacion, sektori
Komunikacion, transport dhe deponim, drejtimi Tekstil-Iékuré, sektori Tekstil, 1€kuré dhe
prodhime t&€ ngjashme, drejtimi Hoteleri-turizém, sektori Hoteleri dhe turiz€ém dhe Pylltari-
drupunues, sektori Pylltari dhe p&rpunimi i drurit.

Autorét pérpigen t’i pérpunojné pérmbajtjet e parashikuara né pajtim me udhézimet
didaktike-metodike pér realizimin e programit. Teksti €shté dizajnuar modularisht dhe pérbéhet
prej pesé njésive modulare:

Sistem té barazimeve katrore me nj€ t€ panjohur (bérthama)

Sistem i pabarazimeve lineare me dy t&€ panjohura (bérthama)

Llogaria e interesit t€ pérbéré (bérthama)

Induksioni matematikor (b&rthama)

Numrat kompleks (pér drejtimin elektro)

Zgjidhja e trekéndéshit kéndngushté (pér drejtimin e makineris¢)

Vektorét n€ hapésiré (pér drejtimin e elektro dhe makinerisé€)

Matrica (pér drejtimin ekonomik)

Funksionet elementare. Vlera kufitare e funksionit (pér drejtimin ekonomik)

N¢ kuadér té ¢do teme mésimore jané pérpunuar pérmbajtjet e parashikuara, té cilat, sipas
rregullés, jané ilustruar me shembuj dhe vizatime t€ zgjidhura. Né fund t€ ¢do njésie mésimore
jané dhéné detyra pér puné t€ pavarur né€ oré t€ mésimit ose pér detyré shtépie, q€ paraget
vazhdimin e punés s€ orés, kurse né€ fund té ¢do teme mésimore jané dhéné detyra pér pérséritje
dhe pérforcim té materialit. Zgjidhjet dhe pérgjigjet e detyrave, por sipas zgjedhjes sé
autoréve, diku edhe udhézime pér zgjidhjen e tyre, jané dhéné né fund té tekstit.

Autorét prej pérpara do t’u falénderohen pér ¢do kritike me géllim t€ miré ose vérejtje pér
pérmirésimin e pérmbajtjes, pasi besojné se ky libér do té€ kontribuon nxénésit mé shumé ta duan
matematikén dhe té hyjné né fshetésité e saj.

Qershor, 2021 Autoret







1. SISTEMI 1 BARAZIMEVE KATRORE ME DY TE PANJOHURA

1.1. Sistem prej njé barazimi katror dhe barazimi linear me
dy té panjohura

Bashkésia prej dy barazimeve me dy t€ panjohura t€ njéjta quhet sistem
barazimesh me dy té panjohura. Zgjidhje e sistemit t€ barazimeve me dy té
panjohura &éshté ¢do ¢ift i renditur t& vlerave t€ panjohurave (X, Yo), q€ &shté zgjidhje
e ¢donjérés prej barazimeve té sistemit. T¢€ zgjidhet sistemi 1 barazimeve t€ dhéna me
dy t€ panjohura domethéné té caktohet bashkésia e t€ gjitha zgjidhjeve té tija
domethéné, t€ caktohen zgjidhjet e pérbashkéta té ¢donjérés prej barazimeve té
sistemit, né bashkésiné e numrave real R.

Dy sisteme té barazimeve me dy té€ panjohura jané¢ ekuivalente nése kané
bashkési té barabarta t€ zgjidhjeve. Né&se njéra prej barazimeve te sistemi e
zévendésojmé me barazimin ekuivalent t€ saj fitojmé sistem ekuivalent me sistemin e
dhéné.

Sistemi prej dy barazimeve prej té€ cilave njéri €shté barazim linear me dy té
panjohura, kurse tjetri barazim katror me dy t€ panjohura quhet sistem prej barazimit
linear dhe katror me dy té panjohura. Pér kété shkak teoremat pér barazime
ekuivalente, ¢do sistem prej barazimit linear dhe katror me dy té panjohura &shté
ekuivalent me sistemin e llojit

MX+ny+p=0

a +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0
té€ quajtur forma e pérgjithshme e sistemit prej barazimit linear dhe katror me dy
té panjohura me koeficientét m, n, p, a, b, ¢, d, € dhe f,ku t€ paktén njéri prej

koeficientéve a, b, ¢ €shté i ndryshueshém prej zeros dhe koeficientét a, b, d ose b, c,
e dhe m nnuk jané njékohésisht t& barabarté me zero.

Shembulli 1. Sistemi

1
=—X-3
Y 3
1 > 1
—X :1__
9 9y

éshté sistem prej barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura. Ai &shté ekuivalent
me sistemin

X=3y-9=0

{xz +y*=9=0
Cifti i renditur (0,-3) éshté zgjidhje e sistemit t€ dhéné, kurse ¢ifti i renditur (1,2) nuk
&shté zgjidhje e tij. Me té vérteté, kemi se

0-3-(-3)-9=0 1-3-2-9%0

{02 +(=30-9=0" " {12+22—9¢0'
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Zgjidhja e sistemit prej njé barazimi linear
dhe barazimi katror me dy té panjohura

Ta ilustrojmé me shembull metodén pér zgjidhjen e sistemit prej barazimit linear
dhe katror me dy té panjohura.

Shembulli 2. Ta zgjidhim sistemin prej barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura:

X+y=10
X+y =0
Prej barazimit t€ paré€ té sistemit kemi x = 10 — y. Duke zévendé&suar shprehjen e fituar
pér x te barazimi i1 dyté e fitomé barazimin
(10-y)* +y* =0
q¢€ éshté ekuivalent me barazimin katror
2 —10y+50=0
rrénjét e té cilit jané
Y, =5+5i dhe y?=5-35i.
Duke zévendésuar vlerat e fituara pér y i fitojmé vlerat pérkatése pér X:
X, =5-5i dhe X, =5+5i.
Prandaj, zgjidhjet e sistemit t€ dhéné jané ciftet e renditura
(5 —5i,5 + 5i) dhe (5 + 5i,5 — 5i).
o [5=-5i+5+5i=10 5+5i+5-51=10
Kontrolli: . . ., L,
(5-51)"+(5+51)" =0 (5+51)"+(5-51)"=0
X=y

Shembulli 3. Sistemi )
X =Yy

, ka pafund shumé zgjidhje domethéné, ¢do
element prej bashkésis€é M = {(x,x) |x € R} &shté zgjidhje e sistemit.

Shembulli 4. Ta zgjidhim sistemin prej barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura:

2X+3y+5=0
5% +2xy—y? +3x=2y—-11=0
Prej barazimit té par€ té sistemit kemi X=-— 3y2+ > .

Me zévendésimin e shprehjes sé fituar pér x te barazimi i1 dyté i sistemit e fitojmé

barazimin:
2
5(_3y2+5j +2(—3yT+5Jy—y2+3(—3y2+5]—2y—11:0

g¢€ éshté ekuivalent me barazimin katror
29y® +104y+51=0,

rrénjét e t€ cilit jané y,=—-3 dhe y, = —;—;. Duke i z&évendésuar vlerat e fituara pér y fitojmé
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vlera pérkatése pér X :

31 +5
- 29 94 47
X == 0* 5 ghex =——20 = 2% 2%
2 2 58 29
Prandaj, zgjidhjet e sistemit t€ dhéné jané ¢iftet e renditura
47 17
(2,-3)dhe | ——,—— |

29 29

- [2:243-(-3)+5=0
Kontrolli: dhe
522 +2:2-(=3)=(-3)"+3-2-2-2-11=0

) (L T Y B P
29 29
2 2 :
5. _4_7 +2. _4_7 . _1_7 — _H +3. _ﬂ -2. _1_7 —11=0
29 29 29 29 29 29

Sikurse g€ treguam forma e pérgjithshme e sistemit t& barazimit linear dhe
katror me dy t€ panjohura &shté

MX+ny+ p=0
a +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0
T&€ supozojmé se M= 0 . Nése te barazimi i paré e shprehim njérén t€ panjohur

e p+ny . ..
népérmjet tjetrés, pér shembull xX=— o , ¥ dhicakitcbrgshpTolijpas SEi M aiopér x e
zévendésojmé te barazimi i dyté e fitojmé sistemin

__pbtny
m
5 :
a(_mj +b[_mjy+cyz +d(_w)+ey+ f-0
m m m

Sistemi i sipérm €shté ekuivalent me sistemin e dhéné, pasi éshté fituar me zbatimin e
transformime ekuivalente. Zgjidhjet e fituara sipas y te barazimi i dyté prej sistemit i
zévend€sojmé te barazimi 1 par€ i sistemit. N& kété ményré fitojmé zgjidhje pérkatése
sipas X.

Duhet t€ kemi parasysh se c¢do barazim linear me dy t€ panjohura
gjeometrikisht paraqet drejtéz, kurse ¢do barazim katror me dy t€ panjohura paraqet
lakore té rendit t€ dyté (vijé rrethore, elips€, hiperbolé ose parabolé). Interpretimi
gjeometrik i zgjidhjes s€ sistemit prej njé barazimi linear dhe njé barazimi katror
me dy t€ panjohura éshté né reralitet analiza e raportit reciprok qé¢ e kané drejtéza
dhe lakorja.

Shembulli 5. Ta shqyrtojmé interpretimin gjeometrik té sistemi:
2,2 -
X +y +2x-2y-2=0
-X+y=0

Barazimin e paré te sistemi mund ta shkruajmé sikurse (x+1)2+(y—1)% =22
qé gjeometrikisht €shté vija rrethore me gendér né C(—1,1) dhe me rreze r = 2, por
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barazimi 1 dyté gjeometrikisht éshté drejtéz qé kalon népér pikat (0,0) dhe (1,1). Nése
prej atij barazimi zévendésohet y = x te barazimi i paré fitohet x> = 1 zgjidhjet e té cilit

jané x, = 1, domethéné y,, = *1.

Figura 1

Prandaj, zgjidhja e sistemit jané ciftet e renditura (—1,-1) dhe (1,1) domethéné,
pikat 4 dhe B te figura 1, té cilat jan€ piképrerjet e drejtézés dhe vijés rrethore.

Detyra

1. Cilét prej kétyre sistemeve prej barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura:

2X =Yy y=3x-2 X+y=3
a) ; b) 3, 25 O, 5
y" +xy=4y X" +Xxy-3=y X2 +xy? =4
2
3X+2z=7 Zx+y=0 +v=0
{Xzz+3zz—6; o y ; dh){\/f y\/_ >
- x? +4/3y? =2x—y X" =—J3y

2. Cifti 1 renditur (1,-2) a &shté zgjidhje e sistemit t€ barazimit linear dhe
katror:

4x=2-y y=2x 2x-y=0
a 2 2 ’ b) 2 1 2 ’ ¢ 2 2 '
X“+3xy+3y” =7 X +§xy+5y -3=0 X +y =4

3. Cilét prej kétyre ¢ifteve €shté zgjidhje e sistemit t&€ barazimit linear dhe

. X+y=1
katror me dy t€ panjohura 5 5 :
(X=D"+xy+y +3y=5

a) (0,1); b) (39 ¢) (6,-5); ¢) (1,—2).
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4. Transformoje sistemin e dhéné né€ formén e pérgjithshme:

3 1
3x=1-y Zy:EX—12
a) ; b) 1;
3X2+y2=4 x2+\/§xy:y2+—
2
X=2z-4 X+y=4
c ; 5
) x2+222:x—3z+% © %x2+xy+3y2:1—x
y=10+X 1 NG
—X=—+/3
¥ (x=1)* +2( —3)2—1; 2 X
y D) x> +3y=0

5. Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy té panjohura:

Xx=8-y y =3x 2(x=3)=6(x-y)
a) ; b) ; ¢) ;
xy =15 x> +y?> =90 Xy =4
X+y:3 3x-2y—-12=0
c){ 5 5 ; d :
3x"=2y° =10 X2 +y? —14x—4y=0

6. Cilét prej kétyre sistemeve kané€ zgjidhje reale, kurse cilét zgjidhje komplekse
té konjuguara?

X=2y y=X-2 y=X-3
ay ., b) <", ; <, 5,
X +y =10 X —y=0 X +y =1
X+4y=1 y=3x+1 x=1+y
2 1, ; d) , 1 2 5 ) .
2X +xy+§y =1-X 2(x=2) +§(y—3) =-1 3xy=0

1.2. Sistemi prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura

Pérkufizimi 1. Sistemi i formés
ax’ +bxy+cy +dx+ey+f =0
ax +hxy+cy +d,x+ey+f, =0
ku anét e majta t& dy barazimeve jané polinome t& shkallés s¢ dyté me dy ndryshore,
quhet sistem prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura.
Té€ zgjidhet sistemi prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura do té thot¢€ t&
caktohet bashkésia e ¢ifteve t€ renditura (xo, yo) pér t€ cilén sistemi kalon né identitet
kur x do t€ zévend€sohet me x,, kurse y me y,, pérkatésisht

{aixo2 +Bx, Y, +C'1y02 +dx +ey,+f =0
a2on +b2x0y0 + C:zyo2 + dzxo +6Yy, + fz =0

Nése sistemi ka t€ paktén njé zgjidhje, themi se ai €shté i zgjidhshém, kurse
nése ai nuk ka asnjé zgjidhje, atéheré pér até themi se Eshté kundérthénés.
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Shembulli 1. Cifti i renditur (1,1) nuk éshté zgjidhje e sistemit t€ barazimeve
x> +4xy —2y° =%(x+ y)

52 =xy—y* =7(x+Y)

pasi duke zévendésua x = 1 dhe y = 1 nuk fitohet identitet pér barazimin e dyté.

Zgjidhja e sistemit prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura nuk ka metodé
t& pérgjithshme: Shpeshheré duhet t€ béhet kombinim prej disa transformimeve si
zévendésim t€ ndonjé shprehje, eliminimi i1 t€ panjohurés ose anétari 1 liré dhe té
ngjashme.

Forma e thjeshté e sistemit prej dy barazimeve katrore me dy t€ panjohura éshté
sistemi

ax’+by’=c

ax’+by’=c,
Zgjidhja e kétij sistemi kryhet népérmjet té eliminimit t€ x> ose )%, por pastaj
zgjidhjet e barazimit jo t€ ploté katror té fituar.

i | 2XEBYT=14
Shembulli 2. Sistemi do té zgjidhet s€ pari me eliminimin e
3x*—y*=10

y? domethéné, sé pari barazimin e dyté do ta shumézojmé me 3, kurse pastaj do t’i
mbledhim barazimet dhe kemi 2x* + 3y + 3(3x> — »?) = 14 + 3-10 domethéné,
11x% = 44, prej ku kemi se x> = 4. Me zévendésimi te njéri prej sistemit kemi y? = 2.

Duke pasur parasysh x;,= +2 dhe y,, = + /2 fitohen zgjidhjet
(25 \/E)’ (27_ \/E)a (_27 \/E) dhe (_27_\/5)

Zbulimi i lidhjes lineare ndérmjet té panjohurave te
sistemi prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura

Nése sistemi €shté 1 formés

{ax2+by2 :C,pér a,b>0,

Xy =d

atéheré barazimi 1 dyté zgjerohet pérkatésisht me 2+/ab ashtu duke mbledhur dhe
zbritur te kjo shprehje me anén e majté t€ barazimit t€ paré fitohet katror i ploté
domethéné  ax” +2vabxy +by’ = (Vax:: by) . N keté ményré fitohet lidhje lineare
ndérmjet ndryshoreve te sistemi.
X2 +9y? =26
3xy =5 '

Nése barazimin e dyt€é e shumézojmé me 2 dhe ia shtojmé barazimit t& paré,
atéheré x? + 6xy + 9)? = 26 + 10 domethéné (x + 3y)? = 36. Prej barazimit t& majté fitohen
dy lidhje lineare ndérmjet ndryshoreve x + 3y = 6 ose x + 3y = —6, pra sé bashku

Shembulli 3. Zgjidhe sistemin {

10
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X+3y=6 [X+3y=—-6 . . o
, . Nése tani, barazimi

3xy=35 3xy=35

1 dyté 1 shumézuar me 2 e zbresim prej barazimit t€ paré, at€heré do té fitojmé
x? — 6xy + 9y = 26 — 10 domethéné (x — 3y)> = 16. Prej kétij barazimi fitohen dy
lidhje lineare ndérmjet ndryshoreve x — y = 4 ose x — 3y = —4, pra s¢ bashku me

x—-3y=4 {x—3y:—4

me barazimin e dyt¢€ i japin sistemet {

barazimin e dyt€ i japin sistemet { Zgjidhjet e sistemit

3xy=35 3xy=35
iang |2 1 1 1] [ > 1) ( ! lj é jané zgjidhje té sistemit fillestar
n A . ’ T Ty T T | T e D .
janc 3P (30 373 3 qe] gj1anj

Né ményré analoge mund t€ zbatohet kur sistemi €shté 1 formés
{ax2 +bxy+cy*=d
xy=e '
Barazimi 1 dyté zgjerohet ashtu qé duke shtuar, pérkatésisht zbritur prej barazimit té
par€ ana e majté prej barazimit té paré do t€ b&het katror 1 ploté.

Detyra
1. Provo se ¢ifti (1,1) a éshté zgjidhje e sistemit:

3 —2x+y*—2=0 x> +y? =5-3xy
a) ; b) :
X2 +2y-3y*+1=0 X —Xxy+y +2y=3
2. Zgjidhe sistemin:
X +y* =10
a) ;
—2x* +3y* =25
3. Zgjidhe sistemin:
2x+3y)’ =7 7x-2y)* =25
2 U y)z Y. py |- 2Y) =25y
(3x+2y) =7y
4. Zgjidhe sistemin:
x> =4y+1
a) ;
X +3=4y+y’
5. Zgjidhe sistemin:

2 2 _
2) {x +y —36; b)

Xy="6

11
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1.3. Sistemi prej dy barazimeve katrore me dy té
panjohura prej té cilave njéri éshté homogjen
Para se t€ kalojmé né shqyrtimin e sistemit prej dy barazimeve katrore me dy
té panjohura prej té cilave njéri €shté barazim homogjen, do té ndalemi pak te

barazimi homogjen me dy t€ panjohura.

Barazimi katror homogjen me dy té panjohura

Pérkufizimi 1. Barazimi i formés
X" +axy+ax" Yy +..+a, xy" +a,y" =0

quhet barazim homogjen me dy té panjohura prej rendit n.
NE rastin e veganté, pér n= 2 fitohet barazimi ao x> + a; xy + a>y?> = 0.

Pérkufizimi 2. Barazimi agx? + a;xy +a,y? = 0 quhet barazim homogjen
té rendit té¢ dyt€é me dy té panjohura ose barazim katror homogjen me dy té
panjohura.

Njé ményré e zgjidhjes sé barazimit katror homogjen me dy té panjohura
mund té& shkruhet né formén

X axy ay’ xY  x
yz[aﬂz +a12 +a22 jz 0 dfmtle. yz[ao(yj +a1§+a2 =0.

y y y
Prej kétij prodhimi vijon bashkésia
y' =0

CRC

Nése y? = 0, domethéné y = 0 dhe x = 0, pra (0,0) éshté zgjidhje ¢ barazimi. Le té
X
y
sipas t€ panjohurés z. Me zgjidhjen e tij dhe zévend€simi x = #y te barazimi fillestar

jeté y # 0. Nése vendojmé ¢ = -, te barazimi i dyté prej bashkésis€ do té fitohet barazimi
fitohet barazimi katror me nj€ t€ panjohur, x.
Meényra tjetér e zgjidhjes s€ barazimit homogjen €shté nése e vérejmé se barazim

katror me t€ panjohurén x ose y.

Shembulli 1. Eshté dhéné barazimi 3x2— 2xy — y>= 0. Ta caktojmé

X

vleréne — .
y

Qarté se (0,0) éshté zgjidhje e barazimit. T€ supozojmé se y # 0,

2
pastaj pjesétimi i barazimit me y? fitohet 3(1) — 2(5j —-1=0.Me
y y
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SISTEMI I BARAZIMEVE KATRORE ME DY TE PANJOHURA

X
zévendésimin ¢ = y fitohet barazimi 3> — 2t — 1 = 0 zgjidhjet e t€ cilit jané ¢, = %

dhe ¢, = 1. Kjo do té thot€ se vlera e ; éshté — % dhe 1.

Shembulli 2. Ta caktojmé vlerén e xy te barazimi 3x? + 5% _ % =0.

Y
Nése barazimin e shumézojmé me y ? fitohet 3(xy)*+ 5xy — 8 = 0, prej ku me

zévendésimin X y = t fitohet barazimi 3¢ + 5¢ — 8 = 0 zgjidhjet e té cilit jané t, = g dhe
nL=1.

Né vazhdim do t€ ndalemi te disa raste speciale té sistemit prej dy barazimeve
katrore me dy té panjohura pér té cilat n€ njé lloj zévendésimi ekziston metoda e
pérgjithshme pér gjetjen e zgjidhjes.

Sistemet homogjene

Pérkufizimi 3. Sistemi i formés
ax’ +hxy+cy’ =0
{azx2 +hxy+cy’ +d,x+ey+f, =0
quhet sistem homogjen prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura.

(1)

Domethéné, sistem homogjen prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura
éshté sistem prej dy barazimeve katrore me dy t€ panjohura te e cila njé barazim
katror &shté homogjen.

Meényra pér zgjidhjen e sistemit pérbéhet prej kétyre katér hapave:

e Kontrollojmé se x =0, y = 0 a éshté zgjidhje e sistemit.

e Perx#0,y=0 pjesétojmé barazimin e paré me x> (ose me y°), kurse pastaj
e fusim zévendésimin

y X
t== (oset=").
X( y)

Pra, nése ¢, dhe t, shfrytézohet barazimi katror
ct’+bt+a =0 (aser at>+bt+¢ =0),

at€heré bashkésia e zgjidhjeve té€ sistemit homogjen (1) &shté unioni i bashkésive té
zgjidhjeve té sistemeve

X
t,=—

y dhe
a x> +bxy+cy* +d,x+ey+f,=0

X
t,=—
Ty .
a, x> +hxy+cy’ +d,x+ey+f, =0
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Domethéné, sistemi homogjen prej dy barazimeve katrore me dy té€ panjohura
sillet né sistem te 1 cili mund t€ gjendet lidhja lineare ndérmjet t€ panjohurave.

Shembulli 3. Zgjidhe sistemin e barazimeve
X*—xy—-2y> =0
{xz —xy— Yy +3X+7y+3=0

N& hapin e paré kontrollojmé se Xx= 0,y =0 a éshté zgjidhje e sistemit. Eshté e
qart€ pér X=0 prej barazimit té paré kemise y=0, kurse Xx=0,y=0 nuk é&shté
zgjidhje e barazimit t& dyté té sistemit t€ dhéné. Pra, X=0, y =0 nuk &shté njé
zgjidhje pér sistemin e dhéné

Le té jeté X # 0 . Pjesétojmé barazimin e paré me x*, pastaj fusim zévendésimin

t= XE fitojmé barazimin katror —2¢2 — ¢ +1= 0 rrénjét e té cilit jané ¢, = —1 dhe
X

t, = 3 Atéheré bashkésia e zgjidhjeve té sistemit homogjen €shté unioni prej bashkésisé

té zgjidhjeve t€ sistemeve

Y_ y_1
X dhe ¢{Xx 2
X* —xy -y’ +3x+7y+3=0 X2 —xy—y* +3x+7y+3=0.

Prej kétu fitoymé sistemin e dhéné me ¢iftet e renditura

(L—D,(a—n,(—13—Jﬂﬁ}%b43—JEﬁ)}[—13+JP?}%(43+\HE?U.

Shembulli 4. Zgjidhe sistemin e barazimeve
x> +3xy—-y’> =1
{sz +25xy—8y> =5
Sistemi i dhéné nuk &shté sistem homogjen prej dy barazimeve katrore me
dy té panjohura, kurse mund ta sjellim né homogjen nése barazimin e paré e

shumézojmé me 5, té dytén me —1 dhe pastaj i mbledhim. Sistemi i ri q€ &shté
homogjen dhe ekuivalent me t& dhénin éshté

x> +3xy-y* =1
3x* —10xy+3y* =0
Kontrollojmé se Xx=0, y=0 a éshté zgjidhje e sistemit. Qarté €shté se X=0,
y = 0 nuk &shté zgjidhje e sistemit t& dhéné.

Té supozojmé se y # 0 . Pjesétojmé barazimin e dyté me y> pastaj fusim
X
Y

jané t; = 3 dhe t, = % . Atéheré bashkésia e zgjidhjeve té sistemit homogjen té

dhéné €shté union prej bashkésive t€ zgjidhjeve té sistemeve

zévendésimin ¢t = = . Fitojmé barazim katror 372 — 10¢ + 3 = 0, zgjidhjet e té cilit

x

X" +3xy—y> =1 P+3xy-yi =1

dh
X_3 e x_1
y 3

< | x
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SISTEMI I BARAZIMEVE KATRORE ME DY TE PANJOHURA

Prej kétu fitojmé se zgjidhjet e sistemit t& dhéné jangé ciftet e renditura

(13), (-1-3), LQ j ( - j_j

Sistemet simetrike

Lloj tjetér 1 sistemeve prej dy barazimeve katrore me dy t€ panjohura pér té cilét
ekziston metod€ pér gjetjen e zgjidhjeve jané sistemet simetrike.

Pérkufizimi 4. Sistemi i1 formés
ax’ +bxy+ay’ +dx+dy+f =0
{azx2 +bxy+ay’ +d,x+d,y+f, =0
quhet sistem simetrike prej dy barazimeve katrore me dy té panjohura.

Pér ta zgjidhur até sistem fusim zévendésimin
X+Yy=uU dhe xy=w.
Atéheré barazimi i par€ e ka formén
ax’ +bhxy+ay’ +dx+dy+f =
=a (x2 +2Xy+ yz)—zxy+ bxy+d, (x+y)+ f, =
=au’+(b -2)v+du+f, =0
poridyti a,u’+(b,—2)v+d,u+f,=0.
Pastaj, me eliminimin e U sistemi sillet né sistem prej njé barazimi

katror dhe barazimi linear me dy té panjohura U dhe V. Nése (Uyp, Vo) €shté
zgjidhje e sistemit té ri, at€heré te ai korrespondojné kéto sisteme sipas t&€ panjohurave

xdhey:
{x+ y=u,
Xy =V, .

Sipas formulave t€ Vietit fitojmé se zgjidhjet e sistemit t€ fundit jané pikérisht
zgjidhjet e barazimit katror

Z’ -u,z+Vv, =0.
Prandaj, nése z; dhe z, shfrytézohet barazimi katror, atéheré zgjidhjet e sistemit
jané ciftet x; = zy, y; = z, dhe x, = 25, y, = z;.

Shembulli 5. Zgjidhe sistemin e barazimeve
xX*+y*=5
{x +2xy+y=1
Pér ta zgjidhur sistemin e dhéné simetrik prej dy barazimeve katrore me
dy té panjohura fusim zé€vendésimin X+ Yy =uU dhe Xy =Vv. Atéheré kemi

X’ +y’=(X+Yy)’—2xy=U’—2vdhe X+ 2Xy +y=U+2V,
pra t€ panjohurat e reja u dhe v e fitojmé sistemin

u’=2v=>5
u+2v=1
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Nése 1 mbledhim t€ dy anét e sistemit t& fundit e fitojmé barazimin katror
u*+ u— 6 = 0, zgjidhjet e t& cilit jané u, = 2 dhe U, = —3. Prej kétu gjejmé se
zgjidhjet e sistemit t€ ri jané

u=2,v, :—% udhe U, =-3, v, =2.

Prandaj, bashkésia e zgjidhjeve té sistemit t€ dhéné éshté unioni prej bashkésisé sé
zgjidhjeve té sistemeve

X+y=2 {x+y:—3

1 dHe
_= =2
5 Xy

Zgjidhjet e tyre pérputhen me zgjidhjet e barazimeve katrore

22—22—%=0, dhe 2> +3z+2=0.

Pérfundimisht, fitojmé se zgjidhjet e sistemit simetrik jané ¢iftet e renditura

3 3 3 3
o) e ) v

Metoda vijuese ka pér gé€llim njérén prej t€ dy barazimeve te sistemi ta
shndérron né€ homogjen.
Ta shqyrtojmé sistemin

ax +hxy+qy’ +f, =0

axX +bxy+cy +f,=0
Nése barazimin e paré e shumézojmé me f,, t&€ dytin me —f, dhe i mbledhim té dy
barazimet, at€heré do té fitojmé€ barazim katror me dy té panjohura e cila me ciléndo

prej t€ dy barazimeve fillestare jep sistem prej dy barazimeve katrore me dy té
panjohura prej té cilave njéri €shté homogjen.

o Xy y =T
Shembulli 6. Zgjidhe sistemin .
x> =3xy+y* =-5
Nése barazimin e paré e shumézojmé me 5, kurse té€ dytin me 7 dhe i mbledhim
do t€ fitojmé& barazim katror homogjen

12x? — 26xy + 12y? = 0 domethéné 6x> — 13xy + 6y = 0.
Prej kétij barazimi fitohet y? (6£2 —13¢ + 6) = 0, ku ¢ = ;C—/ . Vlera y = 0 nuk
éshté zgjidhje e sistemit, Pra me zgjidhjen e barazimit katror 62 — 13t + 6 = 0

fitohet #; = % , b = % . Me kthimin te zévendésimi fitohen barazimet lineare
3 5 X2 —xy+y =7 X —xy+y =7
X==Yy uhe X=—Y, qiukatésishtsmmmet 3 dhe ’
2 3 X = 5 y X = 3 y

Prej kétu fitohen zgjidhjet (2,3),(-2,-3), (3,2), (—3,72).
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SISTEMI I BARAZIMEVE KATRORE ME DY TE PANJOHURA

X2+ X+xy =4

Yy +y+xy=8
Nése barazimi i1 paré shumézohet me y, kurse 1 dyti me —x dhe barazimet

Shembulli 7. Ta zgjidhim sistemin {

mblidhen kemi y = 2 x. Me zévendésimin e barazimit té paré kemi 3x> +x—-4=0

zgjidhjet e té cilit jané x,= 1 dhe x,=— -+, prej ku fitohet se y; =2 dhe y, = — -5,

3 3

Detyra

Zgjidhi sistemet:

. X +xy+y>=4 5 2x% =3xy+2y’ =4

D XHxy+y=2 I +xy+yi=7
3 X2 =3xy+2y* =0 s X2 +xy+y* =19

X -3x-y+3=0 X -xy+yi=7

DETYRA PER PERSERITJE

1. Zgjidhi kéto sisteme prej barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura:

1 1

2X—1:y ZXZEy—lz
a) ; b)

2 _ 42 '
X =4y x2+%:y2—ﬁxy

2. Cakto zgjidhjet e kétyre sistemeve t€ barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura:

X+4=1z
y =3X

ORI 1 b) .

X +2z—x:—3z+§ x? +y* =90
3. Cakto zgjidhjet e kétyre sistemeve té barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura:

2(X=3)=6(x-Y) X-y—-1=0
a) ; b) :

Xy =4 X +2y* =3

4. Cilét prej sistemeve té dhéné jan€ homogjen:

) {2x2—y2:10 _ b{4x2+2xy+6y2+x:0
x> —3xy+2y> =0 2X2 —9xy+y> =29

5. Zgjidhi sistemet homogjene t& barazimeve katrore:

) {x2+y2:10 ' b{x2—5xy+6y2:0 |
x> =3xy+2y>=0 2x* =3xy +3y* =20

6. Silli deri n€ formén homogjene, pastaj zgjidhi kéto sisteme t€ barazimeve
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katrore:
6x* —Txy+3y> =4 x> +xy=12
a)y , ; b) .
SX“+6xy-7y =-11 Xy—-y =2
7. Cilét prej sistemeve té€ dhéna té barazimeve katrore jané simetrike:
) {x2—y2:6x+6y—9 {x2+2xy+6y2 =4
a .

X 43xy+y =7 x> —Oxy+y> =29

8. Gjeji zgjidhjet e sistemeve simetrike t& barazimeve katrore:

2 2 2 2
= =26
a) X +y 5; b) X +y
Xy =-2 Xy =35
9 X +y —-10=0 9 X*+y  +x+y=8
X+Xy+y—7=0 XC+yiexy=7
9. Zgjidh sistemet e barazimeve:
3x* —4xy+y* =0 32 —4xy+y> =0
2) 2 2 . b) 2 2 )
X +2y" =19 X +y =2
10. Zgjidh sistemet e barazimeve:
X —xy+y> =6 X +y* =14
a) 2 2 ; b) 2 2
Y+ xy+y =4 X' -y =10

11. Zgjidh sistemet e barazimeve:
) 3%F +2xy+2y° +3x—4y=0
2X—y+5=0 ’
12. Zgjidh sistemet e barazimeve:
2) 3 +2xy— Y +6X+4y=3
X—5y+5=0 ’
13. Zgjidh sistemet e barazimeve:
4%* +2xy+6x=27
X—5xy+6y* =0
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2. SISTEMET E PABARAZIMEVE LINEARE ME
DY TE PANJOHURA

2.1. Barazimi linear me dy té panjohura

Sipas numrit t€ t€ panjohurave qé 1 pérmban njé barazim ai mund té jeté:
barazim me njé€ t€ panjohur, barazim me dy t€ panjohura et;.
Pér shembull, barazim me njé t€ panjohur jané:
X=2X—1, 3(x+4)=3x+12,X+3=x+4,
kurse me dy t€ panjohura:
y+x=—x+8,xy=x(1+y)+2-xdhe 2(x+y)=2x+2y.
Né vazhdim do t€ ndalemi te barazimet lineare me dy té€ panjohura, né barazim
linear t& llojit ax + by =c, kua,b,c € R.
Zgjidhje e barazimit ax + by = ¢ &shté ¢do ¢ift i renditur i numrave real
(x0, ¥o) pér té cilin barazimi axy + by, = ¢ €shté barazi numerike e vérteté.
Bashkésia prej té gjitha zgjidhjeve té barazimit quhet bashkési e zgjidhjeve té
barazimit.
Ta gjejmé bashkésin€ e zgjidhjeve té barazimit ax + by = c. Shqyrtojmé tre
raste:

1.Nése a=b=0 dhe c=0 atéheré barazimi ka pafund shumé zgjidhje.
2. Nése a=b=0 dhe c # 0 atéheré barazimi éshté i pamundshém.
3. Nése té paktén njéri prej koeficientéve a dhe b €shté i ndryshueshém
prej zeros, pér shembull le t€ jeté b # 0 , barazimi i dhéné éshté ekuivalent
Cc—dax

y= Domethéné, nése k éshté ¢farédo vlere e t€ panjohurés x, at€heré zgjidhje e

barazimit &shté cifti (k, ¢ _bak j . Domethéné, barazimi ka pafund shumé zgjidhje.

Shembulli 1. Ta shqyrtojmé barazimin 2x —y = 6.
Barazimi 1 dhéné éshté ekuivalent me barazimin y =2x-6. Cifti (k, 2k — 6)
ku k éshté ¢farédo numér real €shté zgjidhje i barazimit t€ dhéné, pérkatésisht

bashkésia { (k 2k—6) ‘ke R}.

Bashkésia e zgjidhjeve té barazimit ax + by = ¢ quhet edhe grafiku i barazimit

linear me dy t€ panjohura. Grafiku i barazimit linear me dy t€ panjohura éshté drejtéz.

Le t€ jeté dhéné barazimi linear me dy t&€ panjohura ax + by = ¢ dhe le té jeté

b # 0 . Grafikisht t& zgjidhet ky barazim me dy t€ panjohura domethéné té vizatohet
grafiku i kétij barazimi. Ai grafik &shté drejtéz.

Shembulli 2. Te figura 1 &shté paraqitur zgjidhja grafike e barazimit 2x — 3y = 6.

Grafikisht t€ zgjidhet barazimi linear me njé t€ pa njohur t€ formés
f(x) = g (x), domethéné té gjendet abshisa e piké prerjes s€ grafikéve té€ barazimeve
f(x) =y dhe g (x) = y. Két€ do ta ilustrojm&é me shembull.
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Shembulli 3. Grafikisht ta zgjidhim barazimin 2x -1 =x+ 3.

Prej y = 2x — 1 dhe y = x + 3 piképrerjeve t€ grafikéve térheqim normale né
boshtin x me géllim ta gjejmé abshisén e piképrerjes. Me kété fitojmé se x = 4, qé
éshté zgjidhje e barazimit (figura 2).

Figura 1 Figura 2

Detyra
Zgjidhi barazimet:
Lox—y=1. 2. X4oy-1=0. 3. 4x=—2+7.

3 7
Grafikisht zgjidhi kéto barazime:
4. X=1=-Xx+5. 5. 2X+7=-2x-1. 6. —X—-1=-x+5.
7.%=1—x. 8. x+y=-1. 9. 2x+y=7.
10. x=0. 11. y=4.

2.2. Pabarazimet lineare me dy té panjohura

T€ pérkujtohemi, se dy shprehje t€ lidhura me shenjén e pabarazisé béjné

pabarazi. Domethéné, pabarazi jané

A <Bose A<B ose A>B ose A>B, A dhe B jané shprehje.

Shembuj pér pabarazi jané:

3<7,524+1,x<2X—-1,y+x<-x+8.

Nése té dy shprehjet te pabarazia jané shprehje numerike atéheré pabarazia
quhet pabarazi numerike. Te shembulli paraprak, pabarazi numerike jané

3<7dhe5=4+1.
Nése te pabarazia ka njé ose mé shumé ndryshore atéheré pabarazia quhet
pabarazim. Ndryshoret te pabarazia quhen té panjohura dhe, shpesh, i shénojmé me
X, Y, z.... Te shembulli i sipérm pabarazime jané

X<2X—1dhey+x<-x+8.
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Bashkésia e vlerave t€ lejuara t€ ndryshoreve quhen bashkésia e
pérkufizimit t€ pabarazimit.

Me dhénien e vlerave t€ panjohurave prej bashkésisé sé
pérkufizimit té njé pabarazimi, ai kalon né pabarazim (numerik). Nése gjaté
zévendésimit t€ panjohurave pér t& gjitha vlerat prej bashkésisé sé
pérkufizimit t& pabarazimit, ai kalon né pabarazim t€ vérteté atéheré
pabarazimi kalon pabarazim identik.

Pabarazime identike jang€, pér shembull,

X+4>x+3, (x+y) <X +2xy+y>2.
Pabarazimi, qé¢ me zévend€simin e té panjohurés pér té gjitha vlerat prej
fushés sé pérkufizimit, kalon né pabarazim té pavérteté, quhet pabarazim i

pamundshém.
Shembuj pér pabarazime t€ pamundshme jané:
x> <0, (x+y)*>x2+2xy+y>+100.
Sipas numrit t& t€ panjohurave g€ i pérmban njé pabarazim ai mund té jeté:
pabarazim me njé té panjohur, pabarazim me dy té panjohura etj.
Te shembujt paraprak, pabarazime me njé t€ panjohur jané:
X<2X—=1,X+4>Xx+3,X+3>x+4,x°<0,
kurse me dy té€ panjohura:
y+tx<—x+8, (x +y)?<x*+2xy+y*dhe (x +y)>>x% + 2xy + y> + 100.

Sipas fuqis€ mé té madhe t€ panjohurave, njé pabarazim mund té jeté
pabarazim té fuqisé sé paré ose pabarazim linear, pabarazim té rendit té dyté ose
pabarazim katror, pabarazim té rendit té treté ose pabarazim kubik et;j.

Pabarazimet
X<2X=1,X+4>X+3,X+3>X+4,y+x<—-x+38

jané€ pabarazime lineare, kurse pabarazimet
X2>5x+1,x220,x%<0, (x+y)*= x>+ 2xy + y>+100
jané pabarazime katrore.

N¢é vazhdim do t€ ndalemi te pabarazimet lineare me dy t€ panjohura, né vecanti
te pabarazimet e llojit ax + by < ¢, ku a, b, ¢ € R. T€ gjitha pérfundimet e kétij
pabarazimi do té vlejn€ edhe te tre rastet e tjera ax + by > ¢, ax + by < ¢ ose
ax+by>c.

Zgjidhje e pabarazimit ax + by < ¢ éshté ¢do ¢ift i numrave real ( xo, yo ), pér té

cilin pabarazimi axy, + by, < c¢ €shté pabarazim i1 vértet¢ numerik. Bashkésia prej té
gjitha zgjidhjeve t€ njé pabarazimi quhet bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit.

Cdo pabarazim linear me dy t€ panjohura €éshté ekuivalente ose me pabarazim té
llojitax + by <cosemeax +by<kua#0oseb#0.

a C ..
Pabarazimi ax + by < c éshté ekuivalent me pabarazimin y < — X+ b’ améee

b

b > 0 ose me pabarazimin y > — %x_+ Z— , nése b < 0. Pabarazimi ax + by < ¢ €shté

ekuivalent me pabarazimin y < —Z— x + %~ ose me pabarazing y > — %x + %, né
varésisht prej shenjés b.
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Nése e zévendésojmé shenjén < ( >, < ose = ) te pabarazimet e sipérme me
shenjén pér barazim (=) e fitojmé barazimin y = — Z—x + 709 cili éshté barazimi i drejtézés.
Drejtéza y = — %x + % né sistemin koordinativ xOy e ndan rrafshin koordinativ né dy
gjysmérraisuc. Bashkésia e zgjidhjeve té€ pabarazimit ax + by < ¢ jané pikat prej njérit
gjysmérrafsh t€ pércaktuar me drejtézén y = — %x + % , duke mos pérfshiré pikat e
drejtézés, kurse bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit ax + by < ¢, pérve¢ pikave prej
njérit gjysmérrafsh té pércaktuar me drejtézén y = — %x + % 1 pérfshin pikat e drejtézés.
Pér t€ caktuar cili gjysmérrafsh e bashkésisé s¢ zgjidhjeve t€ kérkuar, mjafton ta

marrim njé piké (kontrolluese) prej njérit gjysmérrafshi dhe ta konstatojmé vlerén e

pabarazimit numerik.

Shembulli 1. Ta zgjidhim pabarazimin 2 x —y <6.
Pabarazimi i dhéné &shté ekuivalent me e pabarazimin y > 2x — 6. E vizatojmé
drejtézén y = 2x — 6 né sistemin koordinativ xOy. Pika (0,0) shtrihet n€ njérén prej té
dy gjysmérrafsheve. Me z€vendésimin te pabarazimi fitohet sakt€ pabarazim numerik,
pra pérfundojmé se bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit t&¢ dhéné éshté gjysmérrafsh,
té pércaktuar me drejtézé€n y = 2x — 6, e cila e pé€rmban (0,0) pa pikat e drejtézés.
Themi se bashkésia e zgjidhjeve shtrihen té gjitha pikat mbi drejtézén y = 2x — 6. Te

figura 1 €shté paraqitur bashkésia e pabarazimit t€ dhéné.

Figura 1

Shembulli 2. Pabarazimi 2x + 3y > 6 éshté ekuivalent me pabarazimin

y=>— % x + 2. E vizatojmé drejtézén y = — % x + 2 te sistemi koordinativ xOy.

Pasi pika (0,0) nuk &éshté zgjidhje e pabarazimit t€ dhéné, bashkésia e zgjidhjeve
té pabarazimit t€ dhéné &shté gjysmérrafshi, i caktuar me drejtézén y = —g— x+2

g€ nuk e pérmban (0,0) duke pérfshiré edhe pikat e drejté€zé€s. Themi se te
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bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit shtrihen té€ gjitha pikat mbi drejtézén

y=-— % x + 2. Te figura 2, me pjes€n e hijezuar &shté paraqitur bashkésia e zgjidhjeve t&

pabarazimit t&€ dhéné.

Figura 2

Shembulli 3. Ta zgjidhim pabaraziminx + 0 - y > 3.

Pabarazimi i dhéné €shté ekuivalent me pabarazimin x > 3. E vizatojmé drejtézén
x = 3, e cila &shté paralele me boshtin y, né sistemin koordinativ xOy. Pasi pika
(0,0) nuk é&shté zgjidhje e pabarazimit t€ dhéné, bashkésia e zgjidhjeve té
pabarazimit t&€ dhéné €shté gjysmérrafshi, té pércaktuar me drejté€zén x = 3, e cila
nuk e pérmban (0,0) duke i pérfshiré edhe pikat e drejtéz€s. Themi se te bashkésia

e zgjidhjeve té drejtézés €shté paraqitur bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit té
dhéné.

Figura 3 Figura 4

Shembulli 4. Pabarazimi 0 + x - y > 0 éshté ekuivalent me pabarazimin y > 0. E
vizatojmé drejtézén y = 0 né sistemin koordinativ xOy. N¢ realitet, ai &shté boshti x.
Pasi pika (0,1) &éshté zgjidhje e pabarazimit té¢ dhéné, bashkésia e zgjidhjeve té
pabarazimit t€ dhéné €shté gjysmérrafshi, i caktuar me boshtin x, g€ nuk e pérmban
(0,1) duke pérfshiré edhe pikat e drejté€zés. Themi se né bashkésiné e té gjitha pikave
mbi boshtin y = 0 ose mbi boshtin x. Te figura 4, me pjesén e hijezuar €shté paraqitur
bashkésia e zgjidhjeve t&€ pabarazimit t€ dhéné.
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Detyra
Zgjidhi kéto pabarazime:
1ox—y>1. 2.§+2y—120. 3. 4x<-24y.
4. x<—1, 5. y<7. 6. =X 2y 4
3 3
2
7. x+y21—§+1. 8. 2ZXJ>1.
2 3 y +4

2.3. Sistemi prej dy pabarazimeve lineare me dy té panjohura

Ta shqyrtojmé sistemin
axX+by+c, >0
aX+by+c,>0
Kuptohet, te sistemi jané t&€ mundshme t€ gjitha shenjat pér pabarazim. Tani vérejtém
se zgjidhja e ¢do pabarazim lineare me dy té panjohura éshté gjysmérrafshi, i
zgjidhjes sé sistemit €shté prerje e atyre gjysmé rrafsheve.
Zgjidhjes sé sistemit ndikon pozita reciproke e drejtézave
ax+by+c, =0 dhe a,x+b,y+c,=0.
Nése drejtézat priten, at€heré sistemi 1 shprehur népérmjet té panjohurés y mund
té ket€ njérén prej kétyre formave:

{y<klx+n1 {y<klx+n1 {y>klx+nl {y>k1x+n1
0Ss€ 0S¢ 0S¢

y <k,Xx+n, y >k, x+n, y <k,x+n, y>K,x+n,’
ku klz—%;t—:—z:kz.
1 2

Né kété rast sistemi gjithmoné ka zgjidhje. Kjo leht€ mund té€ vérehet te
paragqitja grafike e sistemeve te figura 1.

Figura 1

Nése, drejtézat a\x + b1y + ¢; = 0 dhe a,x + b,y + ¢, = 0 jané paralele, at€heré

ky =— % =— Z—Z =k, , kurse sistemi i shprehur népérmjet t€ panjohurés y mund t& keté
1 2

vetém njérén prej formave:
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y <k x+n, y <kXx+n, y >KXx+n, y >k X+n,
0S¢ 0S¢ 0s¢€ .
y <K, Xx+n, y >K,x+n, y <k,x+n, y >K,x+n,

Figura 2
Sistemi nuk ka zgjidhje nése te drejtézat paralele bashkésia e zgjidhjeve nuk
kané prerje. Paraqitja grafike e zgjidhjes s¢€ sistemit né rastin kur drejtézat jané
paralele €shté dhéné te figura 2.
Vijojné disa shembuj pér zgjidhjen grafike té sistemeve té€ pabarazimeve lineare
me dy té panjohura.

X+y<35
2X+y<6

y<—X+5

Shembulli 1. Sistemi ;
y<-2X+6

éshté ekuivalent me sistemin {

Bashkésia e zgjidhjeve e ¢donjérés prej pabarazimeve te sistemi e paragesim
grafikisht né t€ njéjtin sistem koordinativ. Gjysmérrafshet t€ cilat jané zgjidhje té
pabarazimeve jané shénuar me shigjeta te drejtézat té cilat i pércaktojné. Pastaj e
pércaktojmé prerjen e tyre, q€ éshté njékohésisht bashkésia e zgjidhjeve té sistemit té
pabarazimeve t€ dhéna.

Pjesa e hijezuar te figura 3 &€shté bashkésia e zgjidhjeve t&€ sistemit t€ dhéné t&
pabarazimeve (te e cila i1 takojné vetém pikat e gjysmédrejtézés prej drejtézés
y =—x + 5 t€ pércaktuar me pikén (1,4) dhe pa até).

Figura 3 Figura 4

X—y<I
Shembulli 2. Grafikisht ta zgjidhim sistemin e pabarazimeve y .
y=>-2X+2
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y=>x-1
y>-2x+2

Pjesa e hijezuar te figura 4 &shté bashkésia e zgjidhjeve té kérkuara (te e cila i takojné
edhe pikat e gjysmérrafshit).

Sistemi 1 dhéné 1 pabarazimeve éshté ekuivalent me sistemin {

Shembulli 3. Grafikisht ta zgjidhim sistemin e pabarazimeve:
X+y=3 X+y<3
a ; b .
X+y<5 X+y=5
Pjesa e hijezuar te figura 5 €sht€ bashkésia e zgjidhjeve t€ kérkuara té sistemit té

pabarazimeve nén a) (te e cila i takon edhe pikat e gjysmérrafsheve), kurse bashkésia
e zgjidhjeve t€ sistemit t€ pabarazimeve nén b) éshté bashkésia e zbrazét (figura 6).

Figura 5 Figura 6 Figura 7

2x-3y=>-6
4x—y<8

Pjesa e hijezuar te figura 7 €shté bashkésia e zgjidhjeve t& kérkuara té sistemit t&
pabarazimeve (te e cila i takojné edhe pikat e segmenteve).

Shembulli 4. Grafikisht zgjidhe sistemin e pabarazimeve {

Detya

Grafikisht zgjidhi sistemet e pabarazimeve lineare me dy t€ panjohura:

{ —X+y=3 5 X—y<1 3 X+2y<2
Cly=4x S 2x—y=>-1 s x+2y>-2
4 X+y=3 5 —X+y<4
S x=2y<3’ " 2x+5y<27
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2.4. Paraqitja grafike e sistemit prej mé shumé
pabarazimeve lineare me dy té panjohura dhe zbatimi

Paragitja grafike e sistemit prej mé shumé
pabarazimeve lineare me dy té panjohura

NEé rastin kur kemi mé shumé pabarazime lineare me dy t€ panjohura sistemin e
zgjidhim né€ t€ njéjtén ményré sikurse kur te sistemi ka vetém dy pabarazime lineare
me dy t€ panjohura.

X+y<2
Shembulli 1. Zgjidhja grafike e sistemit {3Xx—4y <12 jané té gjitha pikat
4x+y=>-4

prej rrafshit t€ cilat shtrihen brenda te trekéndéshi s€ bashku me pikat té cilat shtrihen
te segmentet e drejtézave (figura 1).

Figura 1

X+y=2
Shembulli 2. Grafikisht ta zgjidhim sistemin e pabarazimeve <4X—-3y>-6.
4x—-y<8
Pika (0,0) i plotéson kushtet ¢ pabarazimit t& dyté dhe t& treté, pjesa e hijez uar

te figura 2 a) éshté bashkésia e zgjidhjeve té kérkuara t€ sistemit t€ pabarazimeve (te e
cila i takojné edhe pikat e segmenteve).

Zbatimi i sistemit t€ pabarazimeve lineare me dy té panjohura

Shpeshheré ka nevojé té caktojmé vlerén mé té vogél ose mé t€ madhe té
bashkésisé€ s€ zgjidhjeve t€ pabarazimeve me dy té€ panjohura. Pér kété qéllim mund t&é
shfrytézohet metoda grafike sikurse te shembujt paraprak.

Shembulli 3. a) Ta gjejmé vlerén mé t€ madhe t€ funksionit z=7x+10y
nése vlejné kéto kushte
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3x+y<9

X+2y<8

Xx=0

y = 0.

Grafikisht e zgjidhim sistemin e pabarazimeve lineare me dy t€ panjohura
3X+y<9

X+2y<8

x>0

y=0

dhe e fitojmé zgjidhjen t€ paraqitur me katérkéndéshin OABC (figura 2 b)) ku

00, 0), 433, 0), B2, 3) dhe C(0, 4). Ta shqyrtojmé drejtézén me rrafshin

7x + 10y = 0 domethéné y = — %x. Ajo kalon népér kulmin O dhe nuk ka pika me
katérkéndéshin OABC.

a) b)
Figura 2

Tani, ta zhvendosim paralelisht sipas pjesés pozitive té boshtit y. Domethéné
fitohen drejtézat 7x + 10y = z, dhe poashtu me largimin e drejtéz€s prej fillimit t&
koordinatave, vlera e z zmadhohet. Vérejmé se te pikat prej prerjes sé drejtézés me
katérkéndéshin OABC vlera e z éshté e njéjté. Késhtu pér shembull, nése drejtézén e
vendosim te pika A vlera e z te t€ gjitha pikat prej segmentit 44, njéjt€ domethéné
z=7-3+10-0=21.Né kulmin Ckemiz=7 - 0+10 - 4 = 40 pér t€ gjitha pikat e
prerjes sé drejtézés 7x + 10y = 40 me katérkéndéshin. Prandaj vlera e z do té jet€¢ mé e
madhe kur drejtéza do t€ arrin te kulmi B, dhe atéheré z=7 - 2 +10 - 3 = 44 dhe ajo
&shté vlera mé e madhe e z dhe arrihet pér x =2 dhe y = 3.

b) Ta caktojmé vlerén mé t€ vog€l dhe mé t€ madhe e z = 2x + 3y né bashkésiné
e zgjidhjeve t€ sistemit
X+5y =10
3X+2y2>12
2x+4y =16
2x+2y 210
x=1
y=0.
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Zgjidhja grafike e sistemit éshté dhéné te figura 3.

Figura 3

Né ményré analoge sikurse nén a) vlera mé e vogél z =13 fitohet pérx =2, y =3,
por vlera mé t€ madhe nuk ka pasi bashkésia e zgjidhjeve t€ sistemit nuk &shté e
kufizuar prej larté.

Ekziston edhe tjetér metodé pér zgjidhjen e sistemit t€ pabarazimeve lineare me
dy t€ panjohura edhe te ai nuk ka nevojé prej paraqitjes grafike t€ bashkésis€ sé
zgjidhjeve. Ajo &shté metod€ e pérjashtimit, ku prej sistemit pérjashtohet njéra prej té
panjohurave dhe késhtu caktohet vlera mé e vogél ose mé e madhe e kérkuar.

Shembulli 4. Ta caktojmé vlerén mé té vogél t€ z=-2x —y

X+2y<6
X+y=2
bashkésis€ sé€ zgjidhjeve té sistemit < X—y =3
Xx=0
y=0.

Domethéné duhet t€ caktojmé pér cilat vlera t& x dhe y do t€ vlen z > —2x — y. Pér kété
géllim t& gjitha pabarazimet te sistemi i shprehim népérmjet x domethéné, e
pérjashtojmé t€ panjohurén y. Prandaj kemi

X+2y<6 X<6-2y 2-y<6-2y y<4
X+y=>2 X=22-y 3+y<6-2y y<l1
X—y23 ©X23+y ©:0<6-2y & {y<3
Xx=0 Xx=0 XZ—E—X- 6—2y2—£—1
y>0 y>0 2 2 2 2

y=0 y=0

Prej kétyre pabarazimeve €shté e qart€¢ se 0 <y < 1 dhe z > 3y — 12. Pabarazimi i
fundit ka vleré mé t€ vogél kur y = 0, pra me z€vendésimin te sistemi fillestar fitohet
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X<6
X=>2
X=3
x>0
6 <X

prej ku pérfundohet se x = 6. Domethéné vlera mé e vogél &shté z = —12 fitohet
pérx=6,y=0.

Zbatimi i sistemit prej mé shumé pabarazimeve
lineare me dy té panjohura né jetén reale

Zbatimi i zgjidhjes sé sistemit t&é pabarazimeve lineare me dy t€ panjohura éshté
shpérndaré népér zgjidhjen e problemeve t€ ndryshme nga ekonomia dhe organizata e
prodhimit, planifikimi i investimeve, kufizimi i transportit, krijimi i gendrave
ushgimore t€ cilat sjellin profit pasi q€ ofron caktimin e gjendjes mé té volitshme te e
cila pérfitimi zmadhohet, kurse humbja zvogé€lohet.

Meényra me t€ cilén n€pérmjet t€ shkruarit e sistemit t&€ pabarazimeve lineare
kérkohet vlerésimi i ndonjé vlere mé t€ vogél ose mé t€ madhe quhet programimi
linear.

Shembulli 5. Njé kompani prodhon dy lloje t€ automjeteve ekologjik pér
mbledhjen e mbeturinave. Kompania ka kapacitet t€ prodhon 70 automjete né dité dhe
ka 120 oré puné kohore efektive gjaté dit€s. Koha e nevojshme té prodhohen
automjete i llojit t& paré éshté 1 oré, kurse prej llojit t€ dyté 3 oré. Pérfitimi prej llojit
té¢ paré t€ automjeteve &shté 40 euro, kurse prej t€ llojit t&€ dyt€ 60 euro.
Cakto pérfitimin maksimal ditore t€ kompanisé, nése llogaritet se t& gjithé
automjetet jan€ punuar dhe shitur.

Nése e shénojmé me x numrin e automjeteve té llojit té paré, kurse me y numrin
e automjeteve té llojit t& dyté, at€heré pérfitimi ditor éshté z = 40x + 60y. Kjo do t&
thot€ se duhet ta caktojmé vlerén mé t€ madhe t€ funksionit z = 40x + 60y, nése vlejné
kéto kushte:

X+y<70
X+3y <120
Xx=0

y20.

S€ pari e caktojmé bashkésiné e zgjidhjeve té sistemit té€ pabarazimeve
(figura 3) g€ mund ta quajmé zona e lejuar. N& kété rast ai €shté katérkéndéshi
OABC ku 0(0,0), 4(70,0), C(0,40). Koordinatat e kulmit B i gjejmé me zgjidhjen
e sistemit

X+y=70
X+3y =120’

pérkatésisht B(45,25). Né ¢do kulm prej zonés e njehsojmé vlerén e funksionit
z=40x + 60y domethéné z =40 - 45 + 60 - 25 = 3300.
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Figura 4

Domethéné, pérfitimi ditor maksimal 1 kompanis€ €shté 3300 euro, kurse fitohet me
prodhimin e 45 automjeteve té€ llojit t€ paré dhe 25 automjete té llojit té dyté.

Shembulli 6. Njé kompani prodhon dy lloje t&€ prodhimeve X dhe Y, Duke
shfrytézuar. Dy makina 4 dhe B. Cdprodhim i llojit X kérkon 50 minuté kohé pér
punimin e makinés 4 dhe 30 minuta kohé pér punimin e makinés B. Cdprodhim i
llojit Y kérkon 24 minuta kohé pér punimin e makin€s 4 dhe 33 minuta kohé pér
punimin e makinés B.

N¢ fillimi t€ javés t€ mbetjeve ka 30 prodhime té llojit X dhe 90 njési prodhimi
té llojit Y. Koha né disponim e punimit t€¢ makinés A parashikohet pér 40 oré€, kurse
pér makinén B €shté parashikuar té jeté 35 oré.

Kérkesa e prodhimeve té llojit X gjaté javés aktuale jané parashikuar t€ jené 75
prodhime, kurse pér Y parashikohet té jet€ 95 prodhime. Politika e kompanisé Eshté té
maksimizohet shuma e kombinuar e prodhimeve té€ prodhimeve té llojit X dhe
prodhimet e llojit Y t& mbetjeve né€ fund t€ javés. T€ caktojmé sa prodhime prej ¢do
lloj duhet t&€ béhen gjaté javés.

Le té jeté x numri i prodhimeve té llojit X t€ prodhuara gjaté javés, dhe y éshté
numri i prodhimeve té llojit ¥ t&€ prodhuara gjaté javés. At€heré numri 1 prodhimeve
t€ mbetjeve n€ fund t€ javés €shté

z=(x+30-75)+ (@ +90-95)=x+y-50.

Duhet ta caktojmé vlerén mé t€ madhe té funksionit z = x + y — 50 nése

vlejné kéto kushte:

50X + 24y < 40-60 = 2400
30X +33y <35-60=2100
X =75-30=45

Yy >95-90

Prej figurés 5 éshté e qarté se maksimumi paragqitet te prerja e drejtézave X =45 dhe
50x+24y =2400.
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Figura 5

Duke zgjidhur, n€ vend duke lexuar vlerén prej grafikut, kemi se X=45 dhe
y=6,25 dhe z=1,25.

Shembulli 7. Njé kompani prodhon dy artikuj X dhe Y. Resurset qé jané té
nevojshme pér prodhim t€ X dhe Y jané t€ dyfishta, pérkatésisht koha e makinés pér
punimin automatik dhe koha e mjeshtrit pér puné dore. Tabela e méposhtme e jep
numrin e minutave té€ nevojshme pér ¢do artikull:

Prodhimi Koha e makinés Koha e mjeshtrit
X 13 20
Y 19 29

Kompania ka né disponim javén e ardhshme t€ punés 40 oré kohé té€ makinés
dhe 35 oré kohé té mjeshtrit. Koha e makinés kushton 10 euro né oré, kurse koha e
mjeshtrit kushton 2 euro né oré. Koha e pushimit t€ makinés dhe t€ mjeshtrit nuk
b&jné shpenzime. T€ ardhurat (t€ré prodhimi shitet) €sht€ 20 euro pér X dhe 30 euro
pér Y. Kompania ka kontraté pér prodhimin e 10 artikujve X né javé pér klient té
caktuar. Ta caktojmé véllimin javor t€ prodhimit.

Le t& jeté x numri 1 artikujve X dhe y numri 1 artikujve Y. Atéheré véllimi javor
mund t€ shkruhet si

z=20x + 30y — 10 - kohé pune t€ makinés — 2 - kohé& pune t€ mjeshtrit. Kjo do
té thoté se duhet ta caktojmé vlerén mé té madhe t€ funksionit z, nése vlejné kéto
kushte:

13x+19y <40-60
20x+29y <35-60

x=10
X,y =0

Atéheré kemi se
z=20x+ 30y —10(13x + 19y) — 2(20x + 29y) = 17,1667x + 25,8667y
nén kushtet:
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13x+19y <2400
20x+29y <2100
Xx=10
Xy =0

Figura 6

Duke zgjidhur, né vend té leximit vlera prej figurés X =10 dhey = 65,52,
kurse vlera e z=1866,5 euro.

Detyra

1. Zgjidhi grafikisht pabarazimet

2X+y<3 X+y<4 3X+4y <7
a) {X+3y=0 ; b) {x—-4y=>2 ; c) 1 -5x—-y<3.
X—4y=>-2 X+3y=>-5 X—=2y<4
4x+y =11
2. Cakto vlerén mé té€ vogél t€ z = 3x + y nése 3X+02y . 12,
X2
y=>0.
X+y<7
2X+y <12
3. Cakto vlerén mé t€ madhe t€ z=x + 6y nése < x+3y<15.
X=0
y=0.

4. Pér shkak t€ mungesés t€ borit dhe fluorit né organizém, mjeku 1 késhillon
pacientét se periudhén e ardhshme né dité t&€ fusin mé sé paku 60 pg bor dhe 150 pg
fluor. Pacienti ka n€ disponim dy tonik 4 dhe B, ¢gmimi éshté 5 euro ose 3 euro pér
decilitér. Toniku 1 paré (n€ decilitra) pérmban 2 pg bor dhe 8 pg fluor, kurse té tjerat 4
ug bor dhe 6 pg fluor. Sa €shté sasia e tonikéve A dhe B duhet t€ merr pacienti né dité
ta plotéson referencén e mjekut dhe até me shpenzime minimale?

33



Njésia modulare 2

5. Kompania prodhon dy lloje té pérzierjeve me drithéra. Premium dhe Super, me
¢mim shités prej 7 euro pér kilogram. Pérbérésit e vetém te kéto prodhime jané thekra
dhe elbi. Me qasje jané 80 kilogram thekér dhe 100 kilogram elb. Pér prodhimin e njé
kilogram Premium jané t€ nevojshme 600 gram thekér, kurse pér njé kilogram Super
jané t€ nevojshme 400 gram elb. Pérvoja e deritanishme tregon se nuk mund té shiten
mé shumé se 60 kilogram Premium. Sa Premium duhet t€ béhen, kurse sa Super, g€ té
realizohet profiti mé i madh i shitjes?

6. Njé fabriké tekstili prodhon dy lloje té pantallonave. Pé&r llojin e paré té
pantallonave jané té€ nevojshme 10 minuta pér prerje dhe 20 minuta pér gepje. Pér llojin
e dyté té pantallonave jané€ t€ nevojshme 10 minuta pér prerje dhe 30 minuta pér gepje.
Fabrike mund té siguron mé s€ paku 7500 minuta né dit€ pér prerje dhe 19500 minuta
pér gepje. Pérfitimi prej nj€ pale té llojit t& paré t&€ pantallonave €shté 300 denaré, kurse
pérfitimi prej njé cifti t&€ llojit t€ dyté t&€ pantallonave &shté 375 denaré. Sa palé
pantallona prej t€ dy llojeve duhet t&€ prodhohen né dité qé t€ fitohet pérfitimi
maksimal?

DETYRA PER PERSERITJE

Grafikisht zgjidhi pabarazimet lineare me dy t€ panjohura:

1.§+X—1:0 2. x==-2+3y. 3. x+y<3.
5 2
4, —§+y—1<0. 5.y>2. 6. X<6.
7. Grafikisht zgjidhi sistemet:
4x+y =3 —4x+y<4
a ; b) )
X—7y<3 -2X+3y <12
8. Grafikisht zgjidhi sistemet:
X+2y=>2 —3x-y<2
a) 14x—-8y=>—6; b) {x-y<10 .
4x—-y>4 4x-3y >4
Grafikisht zgjidhi sistemet e pabarazimet lineare:
—X+y=>-1 X+2y<2
9. ; 10. .
X+y<4 y=0
X+y<6
X+y=2 Ox+2y<27
11. {Xx=y<2 . 12. Jy <5
4x+3y <12 Xx=0
y=0.
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5X+2y =16
3X+7y =227
x>0 '
y=0.

X+y<6
Ox+2y <27
14. Cakto vlerén mé t€ madhe t€ z = 6x + 3y nése {1y <5

X=0.

y=0

4x, —5x%, 250
=X, +2X, 24

13. Cakto vlerén mé té vogél té€ z = 7x + 6 nése

15. Cakto vlerén mé t€ vogél t€ z =3X, +8X, nése <X +X, <80
X, =0
X, 20

16. Cakto vlerén mé t€ vogél dhe mé t€ madhe té funksionit z = 5x + 7y nése vlejné
kéto kushte

2X+3y =6

3x—y<15

—X+y<4

2X+5y<27
x=0

y=0.

17. Cakto vlerén mé t€ vogél dhe mé t€ madhe té€ funksionit z = x + 3y nése
vlejné kéto kushte
3X+y=45
X+2y =50
X+y<35 .
Xx=0
y=0.

18. Njé argjendari prodhon byzylyk dhe qafore. Argjendari né dit€ mund té
prodhon mé sé shumti 24 copa byzylyk dhe qafore, sé€ bashku. Pér pérpunimin e njé

byzylyku nevojitet 1 oré, kurse pér pérpunimin e njé qafore &shté 1o, Argjendari

punon 16 oré€ né dit€. Nése pérpunimi i njé byzylyku €shté 2 euro, kurSe pérpunimi i njé

qafore &shté 1 euro, sa éshté pérfitimi maksimal?

19. Njé peshkatari €sht€é peshkuar me dy lloje t€ peshqve, krap dhe sharani
Pronari i1 ushgen peshqit me dy lloje t€ ushqimit. Pér krapin duhet 2 njési ushqimore
prej llojit t& paré dhe 4 njési prej llojit t€ dyté, kurse 2 njési prej ushqimit t€ dyté. Nése
pronari ka 800 njési prej ¢do lloj ka 800 njési prej ¢do lloj ushqimi, cakto numrin
maksimal t€ peshqve me t€ cilét ligeni mund té peshkohet.
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3. LLOGARIA E INTERESIT TE PERBERE

3.1. Konceptet pér interesin e pérbéré

Para se t€ njihemi me llogaring€ e interesit t€ pérbéré, t&€ pérkujtohemi né disa prej
detyrave té thjeshta té cilat jané t&€ llogaris€ s€ interesit té thjeshté.

Huazimi 1 parave &shté transaksion i1 nevojshém me t€ cilén shpesh
ballafaqgohemi né jetén e pérditshme. Huamarrési mund t’i shfrytézon paraté pér té
realizuar fitim q€ huamarrési nuk ka mundési ta realizon, kurse ai pér llogari té asaj
fiton kompensim pér paraté e huazuara, t€ quajtur interes. Bankat paguajné interes t&
personave fizik dhe kompani té cilat paraté e tyre i deponojné né llogari bankare, dhe
anasjelltas ato paguajné interes bankave kur prej atyre huazojné shumé t€ caktuar té
parave.

Lartésia e shumés s€ parave t€ deponuara ose t€ huazuara, pérkatésisht shuma te
e cila njehsohet interesi quhet pjesa kryesore.

Periudha pér t€ cilén duhet té kthehet shuma e parave té€ huazuara quhet
kohézgjatja e huas. Zakonisht kjo &shté periudha t€ matet né njési ditore, muaj ose
vite.

Lartésia e interesit qé €shté realizuar pér njési kohe &shté proporcionale me
pjesén kryesore, pérkatésisht paraget ndonjé pérqindje prej pjesés kryesore, dhe quhet
norma e interesit. Prandaj, llogaria e interesit €sht€ norma e pérqindjes e lidhur pér
periudhé kohore té caktuar. Prandaj, lartésia e interesit nuk varet vet€ém prej pjesés
kryesore, kurse edhe prej kohézgjatjes s¢ huas.

Ta njehsojmé interesin me K, pjesén kryesore me G, kohézgjatjen e huasé me
t dhe normén e interesit me p.

Shembulli 1. Sa interes fitohet prej 3200 euro pas 5 vjet, nése ato jan€ vendosur
né banké dhe te ato njehsohet 3% normé té interesit vjetor?

Me ndihmén e formulés K=p-G-t, ku pjesa kryesore ose kapitali
G =3200 euro, norma e interesit p =% =0,03 dhe koha t =5 fitohet interesi
K =10,03 3200 -5 =480 euro.

Parashtrohet pyetja: Sa interes do té fitojmé, nése pér 5 vjet e njéjta shumé
afatizohet ashtu q€ pas ¢do viti interesi i1 shtohet kapitalit dhe késhtu
fitohet kapitali i ri?

Pas vitit t€ par€ interesi ésht€ K; = 0,03 - 3200 - 1 = 96 euro. Kapitali pér vitin e
dyté€ tani €shté G, = G + K| = 3200 + 96 = 3296 euro. Interesi n¢ fund t& vitit t€ dy té
éshté K, = 0,03 - 3296 = 98,88 euro. Né fillim té€ wvitit t€ treté kapitali &shté
G, = G + K, = 3296 + 98,88 = 3394,88 euro, por né fund interesi €shté
K5 = 0,03 - 3394,88 =~ 101,85. Né ményré analoge éshté G; = 3496,73, K, = 105,
G, = 3601,73 dhe Ks = 108. Pérfundimisht n€ fund t€ vitit t€ pesté &Eshté
Gy, = G; + K4 = 3601,73 + 108 = 3709,73 euro, kurse interesi
éshté Gs — G, = 3709,73 — 3200 = 509,73 euro. Vérejmé se gjat€ ményrés sé
kétillé té njehsimit té interesit shuma e cila éshté mé e madhe se ményra e dyté e
njehsimit.
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Nése interesi 1 shtohet kapitalit fillestar, kurse pastaj pérséri do t€ njehsohet
interesi 1 kapitalit t€ ri, at€heré themi se interesi me ndihmén e llogarisé sé
interesit té pérbéré. Né kété njési modulare, nése ndryshe nuk éshté theksuar, me
llogari interesi do t€ nénkuptojmé llogari interesi t€ p&rbéré.

Ményra me té cilén kapitali fillestar i shtojmé mjete si interesi quhet interesi
i interesit.

Formimi i kapitalit t&€ ri né fund t€ njé viti me shtuarjen e interesit quhet
kapitalizimi vjetor ose interesi vjetor. Nése interesi njehsohet né gjysmé viti
dhe i shtohet kapitalit fillestar, at€éheré béhet fjalé pér kapitalizimi i gjysmeévitit.
Periudha kohore pér té cilén njehsohet interesi mund té€ jeté edhe mé shkurtér
domethéng, ekziston kapitalizimi tremujor (kuartal), kapitalizimi mujor etj.
Mund t€ themi se ekziston periudhé e ndryshme e interesit (vjetore, semestrale,
kuartale, mujore...).

Pér shkak té ekzistimit t€ periudhave té ndryshme t€ interesit, té€ futura jané
edhe ményra té ndryshme té€ té shkruarit, pikérisht

e nése interesi éshté vjetor vendojmé (pa) (shkurtimisht prej per annum)

e nése interesi €shté gjysméviti ose semestrale vendojmé (ps) (shkurtimisht pre;j

per semestre)

e nése interesi €shté tremujore vendojmé (pq) (shkurtimisht prej per quartale)

e nése interesi €shté mujor vendojmé (pm) (shkurtimisht prej per mansem)

Koha ¢ pér té cilén njehsohet interesi i pérbéré patjetér t&€ shprehet me njési té
njéjta kohore, prandaj nése koha &shté 1 vit dhe 6 muaj, atéheré gjaté interesit
vjetor do t€ themi se kemi t = 1,5 periudha, kurse pér interesin gjysméviti kemi 3
periudha.

Interesi mund té njehsohet né dy ményra: dekurzive ose anticipative. Kur
njehsohet dekurzive, atéheré interesi njehsohet né fund té periudhés, kurse te
interesi anticipativ njehsohet né fillim té periudhés.

Shembulli 2. T¢ caktojmé sa €shté shuma e fituar prej 20000 denar€, me
2% kapitalizim dekurziv t€ gjysmévitit pas dy viteve.

I fusim kéto shénime:
G, =20000 denaré, p= i =0,02.
100

Pas gjysmévitit t€ paré t& vitit fitohet
G, =G, + K, =20000 +0,02-20000 = 20400 ndenaré, kurse n€ fund t€ vitit t&
paré G, = 20808 denaré. Ngjashém, G; = 21224,16 denaré dhe G, = 21648,64
denaré.

Shembulli 3. Dihet se kapitalizimi dekurziv vjetor prej 5% pas 2 vite jané
fituar 25720 denaré. Ta caktojmé lart€siné€ e kapitalit fillestar.

Nése me X e shénojmé shumén e cila fitohet pas vitit té paré, atéheré
25720
1,05
lartésiné e kapitalit fillestar, atéheré y + 0,05 - y = 24495,24 | prej ku fitojmé se
_24495,24

© 1,05

X+0,05-x=25720 prejku x= =24495,24 denaré. Nése me y e shénojmé

=23328,8 denaré.
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Shembulli 4. Njé banké ka lejuar hua prej 1000 euro, me 4% (pa). Do t€ bémé
krahasim ndérmjet ményrés dekurzive dhe anticipative t€ njehsimit té interesit.

Gjat€ ményrés dekurzive t€ njehsimit t€ huas prej 1000 euro i shtohet

interesi prej 1%0 - 1000 = 40 euro, pra ai kapital i shtuar kaptallit fillestar éshté

1040 euro. Kjo do té thoté se banka jep hua prej 1000 euro dhe né fund té
njé viti, pret kthimin e 1040 euro. Gjaté ményrés anticipative, prej huas
prej 1000 euro zbritet interesi prej 40 euro dhe fitohen 960 euro. N¢é
kété rast, banka paguan 960 euro si hua, kurse pas njé viti pret kthim prej 1000
euro.

Prej shembullit qarté vérehet se ményra anticipative e interesit &shté jo e
volitshme pér shfrytézuesin e huas, pasi ai paguan interes edhe t€ shumés té
cilén nuk e ka marré prej bankés. Me géllim t€ lartésisé s€ huas té jeté e njéjte,
kurse jo mé e vogél, duhet té paguhet interes prej 4% dhe né ato 40 euro té cilat
mungojné né fillim. Pérfundimisht né€ fund té interesit prej nj€ viti, pér hua prej

4

40+ — - 40=41,6 euro.
100

Prandaj pérve¢ informatés pér periudhén e interesit ekziston edhe informaté pér
ményrén e. njehsimit t€ interesit, pra 7% (pa)d do té thoté se interesi vjetor prej 7% do
t€ njehsohet né ményré dekurzive, kurse 6,5% (ps) ose interesi gjysméviti do té
njehsohet né ményré anticipative.

Te té gjitha kéto detyra do té€ njehsojmé né ményré dekurzive. Pér té
kaluar prej ményrés anticipative né ményré dekurzive té njehsimit té interesit

00-q
100—q
dekurzive, kurse q éshté pérqindja e ményrés anticipative e interesit. Deri te kjo
formul€ arrihet me barazimin e interesave t€ ményrés anticipative. Té€ cilat duhet t&
paguhen gjaté t€ dy ményrave t€ interesit. Nése kapitalin e shénojmé me G, atéheré

do ta shfrytézojmé formulén p= , ku p €shté pérqindja e ményrés

ményra dekurzive e interesit kemi G, =G +% -G=G (1 +%j , kurse gjaté ményrés
anticipative G =G, —iGl =G, (l—i} prejku G, = , pra me barazim kemi
100 100 -9
100
noouBa G (1 + ij = G domethéng 1+ —F— = !
100) ,_ 9 100 ,_ 9
100 100

Detyra
1. Nése supozojmé se dikush ka deponuar shumén prej 2800 euro né banké
me normé t& interesit vjetor prej 6,5%. Cakto sa do té jeté shuma dhe interesi pas 5

vjet, nése interesi €shté vjetor dhe dekurziv.

2. Cila shumé do té€ fitohet nése deponohen 51400 denaré pér 8 vjet me interes
vjetor dekurziv 6%, nése interesi Eshté vjetor.
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3. Cila shumé éshté deponuar né€ banké, nése pas 2 vjet me interes vjetore
dekurzive prej 3% jané paguar 27500 denaré.

4. Shndérroi né interes dekurziv, anticipativ prej 7% .
5. Shndérroi né interes anticipativ, dekurziv prej 6% .

6. Njé sasi e njéjté e kredis€ mund té shfrytézohet prej dy bankave. Banka e paré
lejon kredi me interes vjetor dekurziv 6%, kurse banka e dyté me interes vjetor
anticipative 5,5%. Cila banké krediton né ményré mé t€ volitshme, nése afati i kthimit
té kredisé €shté njé vit.

3.2. Formulat pér njehsimin e interesit té pérbéré

T€ kthehemi te hapat té cilat 1 kryejmé kur njehsojmé interes té pérbéré. Ta
shénojmé kapitalin fillestar me Gy. At€heré pas kohés sé caktuar ¢ ai kapital &shté
béré

P p
G =G, +—G,=G,| I+—|.
P70 100 7 "[ 100)

Né periudhén vijuese ai kapital éshté G, =G, +LG1 =G, 1+ . Me
100 100

zévendésim e G, te barazia e fundit fitohet

2
G, :G0(1+LJ(I+L] = GO(I+LJ .
100 100 100

Pas numrit t€ caktuar t€ periudhave n té cilat fitohen kur prej kohés ¢, kapitali
do té béhet

G, =GO(1+i] .
100
p

Nése zévendésojmé r =1 +og A G,=G,r".

Numri r quhet faktori i interesit dekurziv dhe nése zé€vendésojmé G, =1 dhe
n=1, atéheré r = Gy, q€ do té thoté se ai numér na tregon pér njé periudhé me normé
té interesit p sa &shté rritur vlera e njé njésia parash.

Né kété ményré fitohet formula me té cilén caktohet interesi i pérbéré, ku
G, éshté kapitali fillestar, » &shté faktori dekurziv dhe »n &sht€ numri i
periudhave.

Shembulli 1. Shuma prej 35000 denaré me interes vjetor pér 4 vite &shté béré
47441 denaré. Ta caktojmé vlerén e interesit t vjetor dekurziv.

Dihet se G, = 35000 denaré, n =4 vjet dhe G, = 47441 denaré. Me

zévendésimin te formula pér interes té€ pérbéré G, = Gor* fitohet r* = Gy domethéné
0

r* =1,355457143 . Pas rrénjézimit kemi r =1,079 . Prej formulés r =1 +L

100
fitohet p = 100(» —1) domethéné p =7, 9%.
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Mund té realizojmé edhe formulé direkte me ndihmén e té€ cilés do t& caktojmé
madhésiné e normés sé interesit, domethéné

G
=100| pl=n 1.

Shembulli 2. Kapitali 3256800 denaré €shté deponuar me interes prej 5%
(pa)d. Ng sa vite €shté realizuar interesi, nése €shté fituar shuma prej 74200007
Sipas té dhénave t€ dhéna me zévendésimin te formula pér interes té pérbéré

fitohet 7420000 = 3256800r", pra " =2,2783, kurse prej =1 + % umemmiTexa

r= % =1,05. Domethéné 1,05" =2,2783. Pra n = log, ;s 2,2783 domethéné
n=182278 1688 viet
1g1,05

Mund té realizojmé edhe formul€ direkte me t€ cilén mund té njehsohet periudha
domethéné.
ne lgG, -1gG

0 kur=1+ P sshté faktor i interesit dekurziv.
lgr 100

Mund né periudha té ndryshme té€ ndryshon lartésia e normés té interesit gjaté
interesit.

Shembulli 3. Kapitali prej 15000 euro &shté deponuar né banké. Ta gjejmé
lart€sin€ e kapitalit pas 5 vjet, nése dy vitet e para norma e interesit éshté¢ 5% (pa)d,
kurse tre vitet vijuese €shté 5, 5% (pa)d.

Prej kushtit vijon G, =15000 euro, n, =2, p, =5%, n, =3,
P, =5,5% , kurse duhet té caktohet G;. Prej formulés pér interes té pérbéré fitohet

e Go=Gyr'r ku =1+ =191 05 ¢ —14P2 _1 055 Domethens
100 100 100

Gs=15000 - 1,05% - 1,055% =19419,02 euro.

Detyra
1. Njehso vlerén e interesit vjetor dekurzive, né€se shuma prej 120000 denaré
me interes vjetor dekurzive pér 6 vjet éshté béré 170200 denaré€.

2. Njehso vlerén e interesit vjetor dekurziv, nése shuma prej 560 euro me
interes vjetor pér 10 vjet &shté rritur pér 50 euro.

3. Kapitali 15678 denaré €shté deponuar me interes prej 7% (pa)d. Né sa vjet
¢shté realizuar interesi, nése ajo &shté vjetore dhe dekurzive dhe é&shté fituar
shuma prej 19345 denaré?

4. Shuma prej 180000 denaré éshté deponuar me interes prej 7% (pa)d. Pas sa
vjet do té fitohet shuma prej 200000 denaré?

5. Njehso sa do t€ zmadhohet kapitali prej 150000 denaré pér kohén prej 3
vjet, nése norma e interesit té vitit t€ paré éshté 3%, té dyté 4% dhe té treté 5%.
Interesi €shté vjetor dhe dekurziv.
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6. Né sa do té rritet shuma prej 100000 denaré e deponuar né banké né 3 vijet,
nése norma e interesit t€ vitit t€ paré €shté 2%(pa)d, viti 1 dyt€ 3%(pa)d, viti 1 treté
2,5%(pa)d?

3.3. Zbatimi i interesit té pérbéré

Sikurse vérejtém népér té gjitha shembujt paraprak, pérve¢ ményrés sé
njehsimit té interesit, faktor i1 réndésishém gjaté kétij njehsimi €shté edhe
periudha e interesit.

Shembulli 1. Sa do té jet€ shuma prej 500 euro i deponuar né€ banké pas
2 vjet me interes prej 6% (ps)d ?

Dihet se G,= 500, p = 6% , n = 2-2=4 periudha, pra prej formulés pér interes
té pérbéré kemi G4 = G, - r, domethéné 500 - 1,06' = 631,24 denaré (figura 1).

Figura 1

Shpesh né praktiké koha nuk &shté njéjt€ me numrin té interesit, kurse paraqiten
ndonjé shmangie &shté shprehur te numri i muajve ose ditéve.

Shembulli 2. Interesi i caktuar zgjat 3 vjet dhe 9 muaj. T€ caktojmé numrin e
periudhave n nése interesi €shté gjysméviti.

Né 3 vite dhe 6 muaj ka 7 periudha, kurse té tjerat 3 muaj jané gjysma
prej interesit, pra nése me ¢ ¢ shénojmé kohén, atéheré t = n + s, ku S éshté
ajo pjesé prej interesit q€ nuk €éshté dité e ploté prej periudhés. Né kété rast
t:7+l.

2

NE¢ rastin e kétillé interesi njehsohet ashtu q€ sé€ pari njehsohet interesi 1 pérbéré
pér numrin e ploté t&€ periudhave, kurse pastaj né€ até shumé té fituar caktohet interesi
pér kohén tjetér.

Shembulli 3. Do ta caktojmé lart€sin€ e zmadhimit t€ kapitalit prej 5000
denaré té interesit me normé té interesit prej 5% pér kohén prej 5 vjet dhe 6 muaj,
nése interesi éshté vjetore dhe dekurzive.

Pasi t=5 +% s€ pari do té njehsojmé Gs = 5000 - 1,05°. Pastaj pér kété shumé

caktojmé interes t€ thjeshté % . Pérfundimisht fitohet se
G =G+ o (1+ 51'865 jdomethéné G, = 5000-1,055-1,025 = 6541 denaré.

Prandaj, formula me té cilén do ta caktojmé interesin e pérbéré kur koha nuk éshté

numér i ploté domethéné ¢=n + s, ku n €shté numri i periudhave, kurse s éshté koha
qé éshté njé pjesé prej periudhés éshté G, = G,r" (1 + %) .
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Né praktiké, shpesh interesi kryhet disa heré gjaté vitit. Eshté e nevojshme
ndryshimi pérkatés t€ formulés pér llogariné e interesit t&€ pérbéré. Né ¢do detyré dihet
periudha e interesit dhe norma e interesit pér at€ periudhé quhet norma e interesit
nominal, kurse nése interesi kryhet pér pjes€ prej atij periudhe, at€heré norma e
interesit éshté relative. Kjo fitohet si herés prej pjesve nominale dhe numrit te té cilat
éshté domethéné nése interesi nominal &shté viti, at€heré interesi gjysmévjet relativ

&shté [% ]% Kjo do té thoté edhe se nése interesi nominal &shté p% atéheré interesi
vjetor relativ Eshté (12 - p)%.

Shembulli 4. Cakto sa &shté kapitali prej 50000 denaré€, pas 5 vjet me 6% (pa)d
nése interesi Eshté:

a) vjetore b) gjysméviti ¢) kuartal.
Kemi:

a) G, =50000,n=5,r :1+i:1,06, pra G°=50000 - 1,06°=66911,3 denaré,
0 100

6
b) G, =50000,n=10,r =1+—2—=1,03, pra G, =50000-1,03' =67195,8
0 100 10

denaré,

6
¢) G, =50000,n =20,r =1+-—2=1,015, pra G,, = 50000-1,015% = 67342,75
100

denaré.

Detyra
1. Sa do té jeté shuma prej 2000 denaré t€ deponuar né banké pas 10 vjet
me interes prej 3% (ps)d ?

2. Shuma prej 10000 euro €shté deponuar né€ banké me interes vjetor dhe normé
té interesit 2% (pa)d. Cakto lartésiné e kapitalit pas 12 vjet dhe 5 mua;.

3. Pér sa do t€ zmadhohet shuma prej 1000000 denaré, pas 7 vjet me 8% (pa)d
nése interesi éshté kuartale?

4. Njehso normén e interesit vjetor dekurzive me cilén shumé prej 150000 euro
do t€ zmadhohet n€ 250000 euro me interes gjysméviti.

5. Ng cilén shumé do t€ zmadhohet 780000 denaré pér periudhén prej 10 vjet me
6% (pa)d, nése interesi éshté mujor?

6. N¢ vitin 2020 né€ banké &shté deponuar shuma prej 10000 euro me normé té
interesit prej 8% (pa)d. Sa sasi do té keté ajo shumé né vitin 2030 me:

a) interes vjetor b) interes semestral
¢) interes kuartal?
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LLOGARIA E INTERESIT TE PERBERE

DETYRA PER PERSERITJE

1. Nése supozojmé se dikush ka deponuar shumén prej 4000 euro né banké
me normé vjetore t€ interesit prej 8%. Cakto sa do t&€ béhet shuma dhe interesi pas 2
vjet, n€se interesi €shté 1 pérbéré, vjetore dhe dekurzive.

2. Cakto sa do té jeté shuma e deponuar né banké, nése pas 3 vjet me interes
vjetor prej 1% jané paguar 10000 denaré

3. Shndérroje né interes dekurziv, anticipativ prej 10% .

4. Shuma prej 12750 denaré me interes vjetor pér 3 vjet €shté béré 24200 denaré.
Cakto vlerén e interesit vjetor, nése b&het fjalé pér interes dekutziv.

5. Kapitali 1300 euro éshté deponuar me interes prej 7% (pa)d. N€ sa vjeté
&shté krye interesi, nése ai €shté vjetore dhe dekurzive dhe €shté fituar shuma pre;j
1700 denaré?

6. Njehso sa €shté zmadhuar kapitali prej 1000 denaré pér kohén prej 8
vjet, nése dy vitet e para norma e interesit &shté 5%, viti 1 treté, i1 katért
dhe 1 pesté éshté 6% dhe vitet e tjera €shté 7%. Interesi €shté vjetore dhe
dekurzive.

7. Sa do té jet€ shuma prej 3000 denaré té€ deponuar né banké pas 5 viteve
me interes prej 4% (ps)d ?

8. Shuma prej 10000 euro &shté deponuar né banké me interes
vjetor dhe normé té€ interesit 5% (pa)d. Cakto lartésin€ e kapitalit pas 10 vjet dhe 7
muaj.

9. N¢ banké €shté deponuar shuma prej 100000 denaré me normé t€ interesit
prej 3% (pa)d. Sa sasi do té keté ajo shumé pér 20 vjet merr:

a) interes vjetor b) interes semestral
¢) interes kuartal ¢) interes mujor?

10. Jané deponuar 10000 denaré me 10% normé interesit vjetor. Sa vleré do
té€ arrin ai deponim pas 5 vjet me interes qé éshté vjetore dhe dekurzive?

11. Interesi €shté vjetor dhe dekurziv, kurse banka ka normé té interesit
vjetor prej 10%. Sa do té jeté kapitali prej 15000 euro, pas 3 vjet?

12. Njé milion denaré jané€ deponuar né€ banké tre vjet me katér pérqind
interes vjetore. Sa &shté ndryshimi prej interesit me llogariné e pérbéré dhe té
thjeshté?

13. Kapitali prej 2500 euro, pér njé vit me interes vjetor dekurziv prej 150
euro e njehsuar me llogari té interesit t€ thjeshté. Sa interes do té sjell kapitali 1
njéjté, pér kohén e njéjté dhe me normén e njéjté té interesit, e njehsuar me
llogariné e interesit t& pérbéré?

14. Pér sa vite kapitali prej 50000 euro me interes semestral dekurziv me
normé té interesit prej 9% do té keté vleré t€ njéjté sikurse edhe kapitali prej
60000 euro me interes kuartal prej 6%, nése njehsohet interesi relativ?
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4. INDUKSIONI MATEMATIKOR

4.1. Induksioni matematikor

Bashkésia e numrave natyror €shté renditur me “ < “, domethéné. me “ < ““ né
kété ményre:

n <m nése dhe vetém nése m — n éshté numér natyror, dhe

n < m nése dhe vetém nése m — n €shté numér natyror ose zero.

Renditja “ < “ quhet renditje rigoroze e numrave natyror, kurse “ < “ quhet
renditje e miré (ose lineare) t€ bashkésis€é s€ numrave natyror. Te “ < *“ ¢do dy
numra natyror jané t€ krahasueshme.

Késhtu kemi 1 <2 <3 <..., domethéné 1<2<3<..por1<ldhel1.

Koncepti “induksion® paraqget sjellja e pérfundimit “prej t€ vecantés nga e
pérgjithshmja®. Pérve¢ né€ jetén e pérditshme, kurse edhe né té gjitha shkencat e tjera,
kur me shqyrtimin e ndonjé vetie qé e cila €shté e sakté né shumé raste, vjen deri te
supozimi se ajo veti €shté e sakté pér t€ gjitha rastet. Pér vértetimin se vetia e kétillé
éshté e sakté né t& gjitha rastet, shpesh shfrytézohet induksioni matematikor. Por,
shpeshheré né€ matematiké, njé ligjshméri mund t€ jet€ e kontrolluar pér numér té
madh t€ rasteve, kurse kjo nuk do t€ thot€ se ai €shté i1 sakté né ¢do rast.

T’1 shqyrtojmé anétarét e paré t€ vargut t€ numrave anétari i pérgjithshém 1 té
cilit éshté a, = n?> — n + 41. Ato jané numrat a; =41, ay =43, a3 =47, ay = 53, as = 61,
ag="T1,a;=283, ag=97. Vérejmé se t& gjithé ato jan¢ numra t& thjeshté. Kjo mund
té na con t€ supozojmé se t€ gjithé anétarét e kétij vargu jané numra té thjeshté.
Mund té kontrollojmé se té gjithé anétarét deri te as = 1601 jané numra té
thjeshté. Por, kjo nuk do té thoté se t€ gjithé anétarét e atij vargu jané€ numra té
thjeshté. Anétari 1 dyzet e njé €shté a4y =41 - 41, kurse ai nuk €shté numér i thjeshté.

Domethéné, njé ligjshméri nése éshté i kontrolluar pé€r numér t€ madh té
rasteve, nuk do té thoté se &shté vértetuar, kurse mund té jeté supozim se ai éshté
gjithmoné i sakté.

Shembulli 1. T€ shkruajmé disa anétar t€ vargut, anétari i pérgjithshém i t& cilit
Eshté:
a,=1+3+5+7+...+(2n-1).
a=1=1
a,=1+3=2°
a,=1+3+5=9=3
a,=1+3+5+7=16=4"
Vérejmé se anétari n &shté katror prej n. Prandaj supozojmé se anétari i

pérgjithshém i kétij vargu €shté a, = n?, pérkatésisht shuma e n numrave té paré tek a,
=1+3+5+7+..+(2n—1)&shté i barabarté me n>.

Me ndihmén e induksionit matematikor (cili €shté njéra prej vetive themelore
t€ bashkésis€ s€ numrave natyror) do té€ vértetoymé se gjykimi €shté i sakté pér ¢do
numer natyror n.
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INDUKSIONI MATEMATIKOR

Té supozojmé se gjykimi éshté i sakté pér té gjithé n < k, pra a; = k%. Pra pér
n=k+1, a0 = ap + 2k +1)'E k2 + 2k +1 = (k +1)2, Pérkatésisht gjykimi &shté
1 sakté edhe pér n = k +1.

Meényra e shqyrtuar e vetisé paraprake €shté baza e parimi i imnduksionit
matematikor (PIM) g¢ shprehet né két€ ményré:

Le té jeté T (n) gjykimi i cili varet prej numrit natyror n. Nése:

1) ggjykimi T (n) €shté 1 sakté pér n = 1 dhe

2) prej supozimit induktiv se edhe 7T (k) €shté€ 1 sakté, T (k +1) éshté 1 sakté,
mund té vértetohet;
at€heré€ vijon se gjykimi 7 (n) éshté 1 sakté pér ¢do numér natyror n.

Shembulli 2. Vérteto se pér ¢do numér natyror n €shté i sakté barazimi:
»  Nn(n+1)-(2n+1)

P+2%+..4+n* =
6
Do ta shfrytézojmé parimin e induksionit matematikor:
1-2-3

1) pér n=1 kemi: 12 = , q€ do t€ thoté se gjykimi &shté 1 sakté pér n=1;

6
2) supozojmé se barazia éshté e sakté pér n = k, pérkatésisht
_ k(k+1)-(2k+1)
= p .
Do ta vértetojmé se €shté e sakté edhe pér n = k + 1, pérkatésisht se:
_(k+D(k+1+1)-2(k+1D)+1)
= . =
_(k+D-(k+2)-(2k+3)

6

1P +2%+..+k?

12+22+...+k2+(k+1)2

Kemi se

i
24224 4K+ (k+1) = k(|<+1)6(2k+1)+(k+1)2 =

k(2K +1)+6(K+1) _
6

2
:(k+1)2k +7k+6:

= (k+1)

_ (k+1)(k+2)(2k+3)

6
Prej parimit té induksionit matematikor vijon se barazia €shté e sakté pér ¢do

numeér natyror n.

pér ¢do numér

Shembulli 3. Gjeje shumén S, :L+L+...+ ,
1-2 2.3 n(n+1)

natyror n.
Pér ta gjetur shprehjen me té cilin njehsohet S, pér ¢do n, sé pari do t& gjejmé

disa shuma:
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Njésia modulare 4

2
3

1 1 1 1 1 1 3
Si=—Ft—+—=—+—+—=—.
1.2 23 34 2 6 12 4
Prej disa shumave té€ shénuara mundemi té€ vérejmé se fitohen thyesa numéruesi
1 t€ ciléve &shté shuma prej numéruesve t€ mbledhésve, kurse eméruesi €shté pér njé
mé i madh se numéruesi.

Supozojmése S, = PYRE pér ¢do numér natyror n.
n+

R S L . dota
1-2 23 7 nn+l) n+l

shfrytézojmé parimin e induksionit matematikor.
1) Pérn =1 barazimi &shté€ i sakté
2) Supozojmé se &shté i sakté pér n = k, pérkatésisht:
1 1 1 k
Sy=—+ +..+ = .
-2 23 k(k+1) k+1
Do t€ vértetojmé se €shté€ i sakté edhe pérn = k + 1, pérkatésisht
1 1 1 1 k+1
Siyy=—02+ +..+ + =
1-2 23 k(k+1) (k+I)(k+2) k+2
Me té vérteté:

Pér ta kontrolluar saktésiné e barazisé

1 S.0. k 1
Sipr = Sy + = + =
K+D(k+2) k+1 (k+1)(k+2)
k(k+2)+1  (k+D)>  k+l1

Tk )k+2) (k+1)k+2) k+2
Domethéné, sipas parimit t&€ induksionit matematikor, mund té pérfundojmé

o 1 1 1
se barazimi S, =—+ +.o+ —
1.2 23 n(n+1) n+l

&shté 1 sakté pér ¢do numér

natyror N.
Detyra
Vérteto se barazimet te detyrat prej 1 deri te 4 jané té sakt€ pér ¢do numér
natyror N. 5
1. P+2°+3 +...+n° =(n(nT+l)j .
2. 1~2+2-3+3-4+....+n(n+l):w.
3.1:2:3+2-3-443-4-5+..+n(n+1)(n+2) = n(”“)(”;rz)(n”).

1 1 n
. +....+ = .
1-4 4.7 7-10 (3n-2)3n+1) 3n+1
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INDUKSIONI MATEMATIKOR

4.2. Zbatimi i SIM gjaté vértetimit té identiteteve

Ndonjéheré gjaté vértetimit t€ identiteteve duhet t€ béhen transformime
plotésuese, kurse pastaj té shfrytézohet parimi induktiv. Vijojné disa shembuj te té
cilét tregohet zbatimi 1 SIM.

Shembulli 1. Vérteto se shuma e té gjithé kéndeve té brendshme té
n — kéndéshit njehsohet me formulén S, = (n — 2) - 180°.

Vértetimin do ta realizojmé me induksionin matematikor.

1) Eshté e qarté se hapi i paré &shté kontrolli se ky gjykim a vlen pér n=3,
pasi qé trekéndéshi éshté shumékéndéshi mé vogél/Shuma e kéndeve t&€ brendshme te
trekéndéshi éshté 180° = (3 —2) - 180°.

2) Té€ supozojmé se kjo formulé vlen pér n—kéndésh, ne N.
3) E dimé se pér n €shté numri i kulmeve te shumékéndéshi, prandaj
n + 1 -kéndéshi ka njé kulm mé shumé se n -kéndéshi dhe te ai pér shumén vlen

S, = (n —2) - 180°% Kulmi i dhéné do té thoté se shtojmé edhe njé trekéndésh
domethéné shtojmé te shuma edhe 180°, pra prej supozimit induktiv vijon

S, +180° = (n—2)-180° +180° =(n—1)-180° =((n+1)—2)-180° =S

Sipas PIM pérfundojmé se formula vlen pér ¢do neN.

n+l *

. . o osin2™'x N
Shembulli 2. Vérteto se cosX-cos2X-...-cos2" X = ————, pér ¢do numér
27" sin X
natyror n.

1) Pér n = 1, te ana e majté fitohet cos x - cos 2x = cos x - (cos’ x - sin® x),

sin4x _ 2sin 2x cos 2x _ 2sin x cos x (cos’x — sin® x)

4sin x 4sin x 2sin x

por ana e djathté fitohet

Domethéné barazimi vlen pérn = 1.

2) Supozojmé se &shté 1 sakté pér n = k, pérkatésisht:

: k+1
sin2"" X
COS X+ €08 2X -...-c0s 2% X =g
2" sin X
3) Do té vértetojmé se gjykimi €shté 1 sakté edhe pérn = k + 1, pérkatésisht
: k+1
sin2"" X
COS X- €08 2X-...-cos 2X - cos 2" x = kH—,-cosZKJrl X.
277 sin X

Me transformimin e prodhimit prej anés sé djathté dhe me zbatimin e supozimit
induktiv fitohet
si sin 2**!x

2% in x

cOS X-COS2X-...-cos 2 x - cos 24" x .cos 2Ky =

21y cos 22Xt x

_ 2-sin

B 2-2% " sin x

_sin2-2""x  sin2
2(k+1)+1 X 2(k+l)+1 X

(k+1)+1 X

Kétu do ta shfrytézojmé se 2 sin o cos a = sin 2a.
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Njésia modulare 4

. .. N 1 p 1 N
Shembulli 3. Vérteto se nése x + < = 2cosa, atéheré x" = = =2cos na, pér

¢do ne N.
1) Pérn =1, vlen x+i=2cosa.

2) T€ supozojmé se gjykimi €shté i sakt€ pér n = k, pérkatésisht

1
xK +—k=2coska
X

3) Pér n = k +1 me shfrytézimin e supozimit induktiv kemi se

ket L) ok, ] 1 k1, Lo
(x++xk+l_x+F x+;—x +F_

=2coska-2cosar—2cos(k—1)or =

:4-%(cos(kaﬁa)+cos(ka—a))—2cos(k—1)0{=

=2(cos(ka+a)+cos(ka—a)—cos(k-1)a) =

=2cos(k+1)o
b <hfvtiroims baragimi o1 Y (e 1 o1
shfrytézojmé barazimin X+ — || X+ = |=| X+ [+ X T+ |-
X X X X
Xn+1_1
Shembulli 4. Vérteto se 1+ X+ x>+ X +...+ X" = 1 ,kux# 1, vlen pér
X_

¢do numér natyror n.
1) Gjykimi &shté 1 sakté pérn=1.
2) T€ supozojmé se gjykimi &shté i sakté pér n = k, pérkatésisht

k+1
-1
1+ X+ X2 +xX +..+xk = 1 Jkux#1.
X_
3) Pér n = k +1 me shfrytézimin e supozimit induktiv kemi se
i wK+1
USHL.. X _1
T+ X+X+ X+ + X+ X = + XK =
|
_ YK 1 4 K2 ke ~ X(k+1)+1 1
Xx—1 X—1

Domethéné se barazimi vlen pér ¢do numér natyroroj.

Detyra
1. Vérteto se numri i pérgjithshém 1 diagonaleve te n -kéndéshi njehsohet me
n(n-3
formulén D, = % .

2. Vérteto se pér ¢cdo numér natyror vlen

sin 2nX
COS X+ 083X +...+cos(2n—1)x =———.
2sin X

n+1
3. Vérteto se  34334333+4..433..3=.0 —9n-10
n—heré 27
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INDUKSIONI MATEMATIKOR

4.3. Zbatimi i SIM gjaté vértetimit té pabarazimeve

Zakonisht kur jan€ né pyetje pabarazime mund t€ ndodh pabarazime té
caktuara t€ vlen duke filluar prej ndonjé numri natyror k. Shpesh teknika e shfrytézuar
e vértetimit kur jané pabarazimet né pyetje €sht€ nése ndonjé gjykim duhet té
vértetohet pér. P(n, pér té gjithé n > k, atéheré pas kontrollit pér P (k, supozojmé se
pabarazimit P(m) vlen pér ndonjé numér natyror m > k dhe kontrollojmé q€ vlen pér
P(m +1).

Shembulli 1. Vérteto se 2" > n? pér té gjithé numrat natyror n > 4.
1) Pérn =4, kemi24=16 > 42,
2) T& supozojmé se pér ndonjé numér natyror n = k vlen 2°> k%
3) Pér n = k +1 prej supozimit induktiv vijon se

2 =2k-2>f2 -2 =L22 + 12> 2k +1+ k2 = (k+1)?

I shfrytézojmé pabarazité k2 =k - k>4 - k>3k=2k+ k> 2k + 1

Shembulli 2. Vérteto se pér ¢do numér natyror n > 3 vlen 3" > 2" + 3n.

)Pérn=3kemi33=27>17=8+9=23+3- 3.
2) Té supozojmé se vlen pér ndonjé numér natyror n = k vlen 3¥ > 2% + 3k,
3) Pérn = k+ 1 kemi se 3% > 3. Prej supozimit induktiv vijon se 3% > 2k + 3k,

pra nése shumézojmé me 2 kemi 3% - 2- > 21 + 6k Me mbledhjen e t& dy
pabarazimeve 3% - 2 > 21+ 6k dhe 3% > 3 kemi

3l =3k 3 =3k -2+ 3k>214 6k + 3> 21+ 3(k+ 1)
me t€ cilén Eshté vértetuar pabarazimi.

Shembulli 3. Vérteto se pér ¢do numér natyror n vlen

\/n+\/(n—1)+\/(n—2)+...+\/2+ﬁ <Jn+l.

Gjaté vértetimit t€ pabarazimeve zakonisht shfrytézohen shénime speciale me té
cilat thjeshté€sohet zbatimi i parimit, pra do t€ marrim se

A :\/n+\/(n—l)+\/(n—2)+...+m :

1) Pér n=1,kemi 4, = NSNS Q¢ do t€ thot€ se pretendimi €shté 1 vérteté.
2) Té supozojmé se vlen pér ndonjé numér natyror n = k domethéné
A < Jk+1.

3) Pér n=k+1 me ndihmén e kétij supozimi duam té vérejmé ¢ka vijon pér
A .. Kemise

Ak+1:,/(k+l)+Aksé\/(k+1)+ k+1<\/(k+1)+2\/k+1+1:
= (\/k+1+1)2:\/k+1+1.
Kétu e shfrytézuam pabarazimin Jk<vk+1<2k+1.
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Detyra
1. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, vlen n <2".

2. Vérteto se 2" > 10n?, pér n > 10.

3. Vérteto se \/4+\/4+\/4+...+\/Z <3.

4.4. Zbatimi i SIM gjaté vértetimit té plotpjesétueshmérisé

Shembulli 1. Vérteto se ¢do numér natyror mé€ i madh se njé mund t€ shkruhet
si prodhim prej numrave té thjesht€ dhe numrit 1.

1) Numri 2 €sht€ numri i paré natyror mé i madh se 1, pra e kontrollojmé
gjykimin pér até. Prej késaj qé¢ 2 =2 - 1, vérejmé se gjykimi €shté i plotésuar.

2) Té supozojmé se n = k &shté numér natyror pér té€ cilin vlen kérkesa.

3) Atéheré n = k +1 mund té jet€ numér i thjeshté ose 1 pérbéré. Nése k +1
€sht€ numér 1 thjeshté, atéheré gjykimi €shté vértetuar. Nése, tani, k£ +1 €sht€ numér i
pérbéré, atéheré ai mund té€ shkruhet si prodhim t€ disa numrave natyror a dhe b, té
atillé g€ a > 1, b <n + 1 dhe ab =n + 1. Prej ku a dhe b jan€ mé t€ vegjél k + 1, pér
ato vlen supozimi induktiv domethéné ato mund té€ shkruhen si prodhim t&
shumézuesve t€ thjeshté.

Shembulli 2. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, vlen 57 | (72 + 8271,

1) Pérn=1, kemi 72 + 821 =343 + 512 = 855 =57 - 15 qé do té thoté gjykimi
vlen.

2) Té supozojmé se vlen pér ndonjé numér natyror n = k vlen

57 | (7k+2 + 82k+1).

3) T¢ kontrollojmé ¢ka ndodh pér n = k +1. Ta shqyrtojmé shumén

7k+1+2 + 82(k+1)+1 — 7k+2 i 7 + 82k+l . 82 — 7 . (7k+2 + 82k+1 ) + 57 . 82k+l .

Eshté e qarté se 57 | 7 - (72 + 8%*1) sipas supozimit induktiv, prandaj edhe
shuma 7 - (7572 + 82k 1) + 57 - 821 phitigjpesittdtett me 57 me ¢ka u vértetua.

Shembulli 3. Le t€ jet€ n numér natyror. Vérteto se te ¢do bashkési prej
271 — 1 numra té ploté mund t€ zgjedhim 2" numra shuma e té ciléve plotpjesétohet
me 2",

1 Pér n = 1 bashkésia ka 2"*! — 1 =22 — | = 3 elemente. Né bashkésiné prej tre
numrave té ploté ose t€ paktén dy jan€ numra tek ose t€ paktén dy jané numra ¢ift.
Prandaj, zgjedhja e bashkésis€é me dy elemente, né€ rastin e paré dy numra tek, kurse
te 1 dyti dy numra ¢ift, na jep shumén e cila €sht€¢ numér cift domethéné &shté 1
plotpjesétueshém me 2. Domethéné gjykimi vlen pér n = 1.

2 Té€ supozojmé se gjykimi vlen pér numrin natyror n = k, domethéné se prej
bashkésisé me 241 — 1 mund té zgjedhim 2* elemente shuma e té ciléve plotpjesétohet me
2k,
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3) Duhet té véreymé ¢ka ndodh pér n = k + 1, pérkatésisht ¢cka ndodh te
bashkésia me 22 — 1 elemente. Prej ku vijon 2¢2 = 2k1 . 2 > 2kl ylen
262 1 > 2k1 _ 1, do té thoté se te bashkésia me 2¥2 — 1 ekziston nénbashkeési
me 25! —1 elemente. Prej supozimit te ajo nénbashkési mund té zgjedhim 2k
elemente shuma e té cilit plotpjesétohet me 2% Ta shénojmé shumén e tij té
elementeve me S.

Kur prej bashkésisé kemi veguar 2% elemente, atéheré te ai kané ngelur
k2 1 — Dk = Dkl 4 Dkl 1 — Dk = Dk+l 4 Dk ]
elemente. Pasi 2K + 2k — 1 > 261 ] pérséri mund té zgjedhim nénbashkési gé ka
21 — 1 elemente dhe prej atij, sipas supozimit induktiv, t& zgjedhim 2* elemente shuma e té
cilit plotpjesétohet me 2. Shuma e tij le té jeté S;. Ngelin 2+ + 2k — 1 — 2k = 2F1 ]
elemente, pra pérséri e zbatojmé supozimin dhe fitojmé 2 elemente shuma e té ciléve
plotpjesétohet me 2%, Shuma e tyre le té jeté S,. Té tri shumat S, S|, S, plotpjesétohen me 2k,
domethéné S=2F-a, Sy =2 bdhe S, =2%" ¢, kua, b, c jané numra té ploté.

Prej diskutimit pér tre numra t&€ ploté, vijon se prej kétyre tre numrave mund
t€ zgjedhim dy shuma e t€ ciléve &sht€ numér ¢ift. Ato numra le t€ kené a dhe b,
domethéné a + b=2m. Prandaj S+ S, =2%-a+25- b=2k-(a+b)=2F - 2m=2"m,
ku m €shté numér 1 ploté. Nga ana tjetér bashkésia shuma e elementeve jané S dhe S,
ka ¢donjéra nga 2% elemente, dhe jané disjunkte, pra unioni i tyre ka 2F + 2k = 2k
elemente dhe S + S Plotpjesétohet me 2*"!. Né ményré analoge veprohet nése
a + cose b + c éshté ¢ift.
Domethéné vértetuam se mund té zgjedhen bashkési me 25! elementet shuma e
té ciléve plotpjesétohet me 241,

Detyra
1. Vérteto se numri a, = n3 + 5n plotpjesétohet me 3, pér ¢do numér natyror 7.

2. Vérteto se numri a, =2""*-3n+5n—4 plotpjesétohet me 25, pér ¢do numér
natyror #.
3. Vérteto se 13| (37 - 51 + 27*3) pér ¢do numér natyror 7.

4. Vérteto se pér ¢cdo numér natyror n dhe £, shprehja

(n*=1)(n*—n*+ n—l)k +(n+1)n*" plotpjesétohet me n° +1.

DETYRA PER PERSERITJE

Me induksion matematikor vérteto barazimet:
1. 2+4+6+...+2n=n(n+1).

2. 22 +42 +6° +...+(2n) :én(n+l)-(2n+l).
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1 1 1 1 1
3, —t—t——+. + = .
1-4 4.7 7-10 (3n-2)(3n+1) 3n+1
1 1 1 n
4, —+—F+——+ . + = .
1-5 59 9-13 (4n-=3)(4n+1) 4n+1

5. Vérteto se ¢do numér natyror n vlen

2+16+56+..+(3n-2)-2"=10+(3n-5)-2"".

6. Vérteto se 3" > n*, pér ¢do numér natyror n>7.

7. Vérteto se n*>3n + 3, pér ¢do numér natyror n > 2.

8. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, 7 | (272 + 3271,
9. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, 3 | (5" +271).

10. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, 17 | (3 - 527+ + 23*1),
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5. NUMRAT KOMPLEKS

5.1. Pérséritje pér numrat kompleks né formén algjebrike

Vitin e kaluar u njohe me bashkésiné e numrave kompleks. N& kété temé do
té kesh mundési ta pasurosh njohuriné ténde prej bashkésive dhe t&€ véresh pse
pikérisht kéto numra jané segment i réndésishém nga njohuria pér fizikanét dhe
inxhinieréve té cilét punojné né fushén e elektricitetit dhe magnetizmit, optikés
dhe hidrodinamikés.

Bashkésia C = {a + bi | a,b € R} quhet bashkésia e numrave kompleks.

Numrat kompleks zakonisht 1 shénojmé me shkronjat z, w, u,... etj. Shénimi
Z =a+ bi quhet forma algjebrike (standarde) e numrit kompleks. Poashtu numri
a quhet pjesa reale, kurse numri b quhet pjesa imagjinare e numrit kompleks
z=a+ bi dhe i shfrytézojmé shénimet a = Re(z), b = Im(z). Sikurse €shté zakonisht,
—bi e paraget numrin e kundért bi dhe me marréveshje a + (—bi) =a —ib . Ky numér
quhet kompleks i konjuguar i z dhe shénohet me Z. Domethéné z = a — ib.

Né rrafshin X le t€ jet€ dhéné sistemi kénddrejté koordinativ xOy. Atéheré ¢do
pike M € X 1 pérgjigjet ¢ift i renditur t€ numrave real (a,b), ku a €shté abshisa, kurse b
— ordinata e pikés M (figura 1).

Figura 1

Nga ana tjetér, me ¢iftin e renditur t€ numrave real (a,b), éshté dhéné njé
dhe vetém njé numér kompleks z = a + bi. Numrit kompleks z = a + bi,
pérkatésisht z = (a,b) 1 pérgjigjet (ia shoqérojmé) pikén M(a,b) prej rrafshit
koordinativ xOy (figura 1), dhe anasjelltas pikés M(a,b) prej rrafshit koordinativ
xOy é&éshté figura (pérfaqésues gjeometrik) i numrit kompleks z = a + bi
Prandaj rrafshi koordinativ xOy 1 shfrytézuar pér paraqitje gjeometrike té
numrave kompleks quhet edhe rrafshi kompleks.

Numrat realé z = a + 0i = a t€ rrafshit kompleks 1 paragesim me pikat e
boshtit Ox, kurse shpesh numrat imagjinar z = 0 + bi = bi me pikat e boshtit Oy
(figura 2). Prandaj boshti Ox quhet edhe boshti real, por boshti Oy quhet boshti
imagjinar. Pika q€ 1 pérgjigjet njéshes imagjinare i = 0 +1i éshté £(0,1), kurse
zeros komplekse 0 + 0i = 0 1 pérgjigjet fillimi koordinativ O(0, 0) (figura 2).
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Figura 2 Figura 3

Numrat kompleks té konjuguar z dhe z gjithmoné jané dy pika simetrike né
lidhje me boshtin real Ox, kurse 1 kundérti njéri ndaj tjetrit numra kompleks z dhe
-z = —a —ib jané dy pika simetrike né lidhje me fillimin koordinativ O(0,0)
(figura 3).

Moduli |z|=\/ a’+b* i numrit kompleks z = a + bi &shté largésia e
pikés M (a,b) deri te fillimi i koordinatave O (figura 2).

Bashkésia e t€ gjitha numrave kompleks me t€ njéjtén:

e pjesé reale paraget drejtéz paralele me boshtin Oy;

e pjesé imagjinare paraqget drejtéz paralele me boshtin Ok,

e modul |z | =r,r >0 paraget vijé rrethore me gendér né€ fillimin koordinativ

0(0,0) dhe rreze .

Shembulli 1. Pjesét prej rrafshit kompleks xOy te t€ cilat shtrihen t& gjitha pikat
z =x + yi qé i plotésojné kushtet:

a)—1 <Re(z) <2; b) 1 <Im(z) < 3; ¢)|z|<L2;
jané paraqitur t& hijezuar te figura 4, figura 5 dhe figura 6, pérkatésisht.

Figura 4 Figura 5 Figura 6

Numrave kompleks t’u japim edhe tjetér interpretim gjeometrik, pikérisht ¢do
numri kompleks z = a + bi q€ 1 pérgjigjet piké€s M(a,b) Mund t€ shqyrtohet edhe
si vektor OM me koordinata (a,b) (figura 7). Né kété ményré ¢cdo numri kompleks
z =a + bi (z # 0) 1 korrespondon njé dhe vetém njé vektor O—M, dhe anasjelltas
¢do vektor OM éshté figura (pérfagésues) sakt®é i njé numri z = a + bi. Prandaj
operacionet mbledhje dhe zbritje té numrave kompleks mund t€ sillen né
operacione pérkatése me vektorét.
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Pér shembull, nése jané¢ dhéné numrat 2z, =a,+bi dhe z,=a,+b,i shumae
tyre éshté e barabarté me numrin z, +z, =(a,+a,)+ (b, +b,)i .

Figura 7

—_—

Nése numrit kompleks z, i pérgjigjet vektori OM, me koordinatat e

pikés té fundit M,(a,,b,), kurse numrit kompleks z, - vektor 0—]\/[2 me pikén e
fundit M, (a» b,), at€éheré shuma e vektoréve OM, dhe OM, do jeté vektori oM
me fillim O dhe fund te kulmi i katért i paralelogramit, qé €shté konstruktuar
mbi vektorét OM, dhe OM , (figura 8).

Figura 8

Nga pérputhshméria e trekéndéshave OP,M, dhe M NM vijon se pika M do t€ keté
abshisé, OP = OP, + P,P = OP, + OP, = a, + a, dhe ordinaté,
PM =PN+NM =PM, +P,M, =h, +h,.

Prandaj, pika M, pérkatésisht vektori OM do ti pérgjigjet numrit kompleks
z=(a; +ay) + (b + by)i, domethéné¢ shumés s€ numrave kompleks z; = a; + b;i dhe
z; = ap + byi. Domethéné, né€se z; 1 pérgjigjet vektori O—Ml, kurse numrit z, 1
pérgjigjet vektori WZ, atéheré shumés z; + z, do t’i pérgjigjet vektoréve-

OM; + OM,, kurse ndryshimit z; — z, do t’i pérgjigjet vektoréve OM, — OM,.

Nése numrat kompleks z;, z; dhe z3 1 trajtojmé si vektor lehté mund té
tregohet se pér mbledhjen e numrave kompleks vlejné ligji komutativ dhe asociativ
(figura 9a dhe figura 9b).
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Figura 9
Detyra
1. Cakto pjesén reale dhe imagjinare t&€ numrit kompleks z nése:
a) z=4+2i; b) z=-3 + 4i; ¢)z=3-2i
¢) z:—4+%i; d) z=V2+(1+3)i;  dh) z=1+/2 +i;
e) z=-3; f) z =3i.
2. Shkruaje né formén algjebrike numrin kompleks z nése:
a) Re(z)=3, Im(z):%; ) Re(z):—%, Im(z) =2 -~/2;
) Re(z) = —%—\B, Im(z) =0; ) Re(z) =m+1, Im(z) =n—+2.

3. Shkruaj né€ formén algjebrike numrat kompleks g€ u pérgjigjen pikave:
A(-2,1), B(O, -5), C(-4, 0), D(2, 243).

4. Cakto bashkésiné e té gjithé pikave z = x + iy prej rrafshit kompleks qé i
kénaqin kushtet:

a) Re(z)<0; ®)-—2<Re(z)<5;, B) Im(z)>3; ¢) Im(z2) < 5;

d)|z]|=3; ah)|z|<4 e)1<|z|<3; ) Re(2)=0, Im(z) >0,

z|£2.

5. Gjeji kushtet g€ 1 kénaqin t€ gjitha pikat (dhe vetém ato) prej zonés sé
hijezuara te figura 10a, figura 10b dhe figura 10c.

Figura 10
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5.2. Koncepti pér formén trigonometrike dhe
eksponenciale té numrit kompleks

Pozita e ¢farédo pike M té€ rrafshit me ndihmén e sistemit koordinativ t&
Dekartit e caktojmé me koordinatat e saja. Pérve¢ kétij sistemi koordinativ shpesh
shfrytézojmé€ edhe tjetér sistem té€ quajtur sistemi polar koordinativ. Até e
pércaktojmé kur te rrafshi zgjedhim piké fikse O (pol) dhe gjysmédrejtéz Ox
(boshti polar) qé del prej polit O. Pozita e pikés M né rrafsh e pércaktojmé me dy
numra té cilét quhen koordinata polare dhe até: gjatésia r e vektorit OW) dhe kéndi

@ (i matur né€ radian), q€ ai vektor e formon me boshtin polar (figura 1).

Figura 1

Ekziston lidhja ndérmjet koordinatave t€ Dekartit (a,b) dhe koordinatave polare
(7, ¢ ) t€ njé pike té rrafshit. Nése sistemi polar koordinativ e vendosim ashtu qé€ poli 1
tij O do té puthitet me fillimin e koordinatave O(0,0), kurse boshti polar do té€ puthitet
me kahen pozitive t€ boshtit t€ abshisé€ té sistemit t& Dekartit (figura 2), atéheré pre;j
pérkufizimeve té funksioneve trigonometrike OMP kemi a = r cosp, b = r sin ¢. Prej
kétu prej » > 0, vijon se

a . b
cosp=—, sing=—, r=+a’+b’
r r

Figura 2

Kéto barazime e japin lidhjen ndérmjet koordinatave t€ Dekartit dhe polare.

Deri tani vérejtém se ¢do numri kompleks z i korrespondon piké e vetme M té
rrafshit koordinativ, kurse te forma e tij algjebrike z = a + bi, shfrytézohen
koordinatat e Dekartit (a,b) pikés M qé 1 korrespondojné numrit z. Me zbatimin e
barazimeve, numri kompleks z mund ta shkruajmé edhe né kété formé

z=a+ bi=rcos @+ (rsin )i ose z=r(cos ¢ +isin ).
Ky shénim i numrit kompleks quhet forma e tij trigonometrike.
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_

Gjatésia r e vektorit OM quhet modul ose vlera absolute e numrit
kompleks z dhe shénohet |z|, kurse masa radiale e kéndit ¢ q¢€ rrezevektori OM ¢
formon me kahen pozitive t€ boshtit Ox quhet argument t€ numrit kompleks z
dhe shénohet me Arg z. Prandaj, |z| = r, Arg z = ¢, ku r dhe ¢ jané koordinata
polare té pikés M, qé i pérgjigjet numrit z.

Moduli 1 ¢farédo numri kompleks z &shté numér real jonegativ, ku ai &shté
1 barabarté me zero vetém pér z = 0. Ai &shté i pércaktuar njévlerésisht me pozitén
e pikés M, domethéné pér até vlen r=|z| = |a + bi| =+/a® + b*.

Kéndi ¢, pérkatésisht Arg z, mund t’i fiton ¢farédo vlera reale pozitive ose
negative, ku kéndet pozitive kané kahe t€ kundért té 1évizjes sé akrepave té orés.
Argumenti nuk €shté pércaktuar vetém pér z =0 = 0 + i0 = O(cosp + i sing) pér
¢do ¢. Sipas pérkufizimit kemi 4rg0 = 0.

Argumenti 1 ¢farédo numri kompleks z # 0 ka pafund shumé vlera té cilat
ndryshojné njéra prej tjetrés pér 2km, pér téré numrin k domethéné
arg z = {Arg z + 2kr | k € Z}. Domethéné, nése ¢ €shté argument i numrit z, at€¢heré
edhe ¢ + 2km, k € R &shté, gjithashtu, argument i atij numri. Prej t€ gjitha atyre
vlerave, zakonisht e zgjedhim vlerén e ¢ g€ e plot€son —7 < ¢ < 7 pér t€ gené ¢
njévlerésisht 1 pércaktuar pér ¢do numér kompleks. Ajo vleré quhet vlera kryesore e
argumentit t€ numrit z dhe shénohet me arg z, domethéné -z <argz<m.

Ndonjéheré vlera kryesore e ¢ pérkufizohet me 0 < arg z < 2x.

Nése numri kompleks €shté numér real domethéné z = a + 0i = a, atéheré
p=0(Mmésea>0)osep=n (nésea<0).

T€ pérfundojmé, bashkésia e t€ gjitha numrave kompleks z me argumentin
e njéjt€ ¢ Eshté gjysmédrejtéza OM e cila me kahen pozitive t& boshtit Ox e
formon kéndin ¢, kurse bashkésia, pra prej té€ gjitha numrave kompleks z me
modul t€ njéjté |z| = r Eshté€ vija rrethore me gendér né fillim (poli) O dhe rrezja r.

Argumenti dhe moduli 1 numrit kompleks z = a + bi # 0i caktojmé pre;j

barazimit cos ¢ = %, sin ¢ ZFL, r = \/a’+b?, ku shenjat e cosp dhe sing,

pérkatésisht prej shenjave t€ a dhe b konstatojmé se né cilin kuadrant shtrihet
vlera e kérkuar e argumentit. Ndonjéheré, gjaté pércaktimit t&€ » dhe ¢ &shté e

déshirueshme té shfrytézojmé edhe vizatim pérkatés.

Shembulli 1. Me ndihmén e figurés 3, lehté fitohet
a) [2-2i[=v4+4 =8 =212, arg(2-2i)= —%,
b) [i|=]0+i]=0>+1* =1, argi :%,

c) |—2| =2,arg(-2)=r.
Prandaj, kemi se

a) 2-2i=22 [cos(—%)ﬂsin(—%ﬂ,
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b) i= cosZ +isinZ
2 2

B) —2=2(cosz+isinr).

Figura 3

Shembulli 2. Ta shkruajmé né formén trigonometrike numrin kompleks

z=1+i\/§,

Me ndihmén e formulave (2) kemi
r =\/12+(\/§ P =J1+3=2, sin(p=§, cosgo=%.

Prej kétu gpz%. Blamathgné: 1 +i\/§=2(cos%+isin§j.

Shembulli 3. Ké&to numra kompleks t’i shkruajmé né formén
trigonometrike:

a) z=-2 sinZZ —icos~ ; b) w=2 sin£+icosi7z .
5 5 3 4

a) Numri kompleks z nuk €shté¢ dhén€ n€ formén trigonometrike, prandaj qé
moduli nuk mund té€ jeté numér negativ (-2) dhe pasi koeficienti 1 pjesés

imagjinare te kllapa €shté —cos rE kurse jo sin re Ta paragesim numrin e dhéné

Gpopéz feorménuk z = 2[—sin%+icos%), pér hir t€ barazis€ -2 =(-1)-2=2-(-1)

dhe shumézimi asociativ. Pér ta paraqitur numrin z né formén
trigonometrike, pér argument té tij duhet té€ gjendet kénd i atillé ¢ qé té jeté

. T . T
CosQp = —Slng, Sme = COS;.

Duke pasur parasysh se kéndi ¢ €shté né kuadrantin II dhe pér até funksioni kalon
T n Ir

né kofunksion, atéheré nuk éshté véshtiré t€ konstatojmé se @ = 2750

2
Domethéné, forma trigonometrike e numrit z shté:

T .. I«x
Z=2| cos—+1Isin— |.
10 10

Me té vérteté, cos £+£ :—sinﬁ, sin £+£ :cosz.
2 5 5 5 5
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b) Numri kompleks w nuk éshté dhéné né€ formén trigonometrike pasi qé
funksionet kosinus dhe sinus nuk varen prej kéndit t€ njéjté ¢. Kétu hasim né
véshtirési te t€ cilét né shumé raste (gjaté kalimit prej formés algjebrike né formé
trigonometrike t€ numrit kompleks, dhe anasjelltas) ésht€ e pamundshme sipas vlerave
t€ dhéna t€ sinusit dhe kosinusit t€ caktohet sakté kéndi ¢, domethéné pér kéndin e
dhéné t€ shkruhen vlerat e sakta té sinusit dhe kosinusit t€ tij.

Pasi cos ¢ = cos(¢ + 2krx ), sing = sin(p + 2kx ), forma trigonometrike e numrit

kompleks z mund té shkruhet edhe né formén:
Z =r[cos(@+ 2kn) +isin(p+ 2kn)], k € Z.

Kjo do té thoté edhe se, dy numra kompleks z; = a; + byi dhe z, = a; + byi t€
paraqitur né formén trigonometrike

z1 =r1(cos @1 +1sin @), z; =ry(cos @, + i sin ¢;)
jané té barabarté, nése dhe vetém nése:

=1y, 01 =@y t2kn, ke Z

Pér modulet dhe argumentet ¢ dy numrave kompleks té konjuguar z dhe z vlejné

barazimet: _

r=r, (; = —p, pérkatésisht, , argE =—argZ.

E|:|z

Domethéné, forma trigonometrike € numrit té konjuguar z té numrit
z=rcos ¢ +isin ¢ do t& thoté

Z = r[cos(-) @+ isin(—¢)] = r(cos @ — i sing) .
Né praktiké shpesh pér caktimin e argumentit shfrytézohen rregullat:

b .

arctg—, aize a>0
a
b N

arctg—+ 7, nése a<0,b>0
a
b N

arctg——7, nése a<0,b<0
a

= %, nésea=0,b>0

—%, nésea=0,b<0

e pacaktuar, nése a=0,b=0
7T, nése a<0,b=0
0, nésea>0,b=0

Shembulli 4. Numri kompleks z = 4 + 3i i shénuar né formén trigonometrike
éshté

7= s(cos36,87° +i sin36,87°)

pasi gp=arctg%z36,87°,kurser= 4% +3% =5.
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Pérkufizojmé operacionin fuqizimi i numrit e me numrin kompleks
Z =X+ yi né kété ményré:

e =¢*(cosy+isiny).

Prandaj, pér x = 0, fitohet ¢ = cosy + isiny, e cila quhet Formula

e Ojlerit.
=|ex| “|cosy +isiny|= exm:ex,

Poashtu vlen |e”y"
Nése z = r (cos ¢ + i sin @) éshté ¢farédo numér kompleks i shénuar né

formén trigonometrike, atéheré z = re’* forma eksponenciale e atij numrin
kompleks. Qarté, z = r (cos ¢ — i sin @) = r (cos(—¢) + i sin (—¢)) = re ¥. Nése i
mbledhim, pérkatésisht zbresim z dhe z fitohen:
ev+e  ev-e™
cosgo:T, sing = 5

Shembulli 5. Ta shkruajmé né formén eksponenciale numrin z = J3+i.

Kemi se r = |Z|:\/\/§2+12 =2, tg(p:%:%:?,pm ¢=300=%.D0methéné

T
=
6

Z7=re%=2e6.

Detyra
1. Gjeji modulin dhe argumentin e numrave kompleks

a) z,=\3-i; ®) z,=1-i; ®) z,=1-i\3; 1) z, =2+iV12; d) z3=1+i.

2. Paraqiti n€ formén trigonometrike kéto numra kompleks:

a) z, =1l-itga; 8) z, =1+sina +icosa; B) 23:—3(005%—isin£j.
3. Paraqiti né formén algjebrike numrat kompleks
a) 2:3(cos£+isin£]; b) 8(cosz—ﬂ+isin2—ﬂj.
3 3 3 3
4. Paraqiti né formén trigonometrike dhe eksponenciale numrat:
a) —i; b) 3i; ¢) 2+2i; £) 3cos%—3isin%; d) sinl—icos%.

5. Eshté dhéné numri z = cos ¢ + i sing. Paraqite né formén trigonometrike
numrat z dhe z .

6. Konstato cili kusht éshté i nevojshém qé té plotésohet barazimi z2 = (z)2.

7. Cakto bashkésiné e té gjitha pikave z = x + yi prej rrafshit kompleks qé i
plotéson kushtet:

a) 0<|z|<3; b)argz:%; o |z|=1;

f})OSargZS%; d)0<|z|<5dheargz<m.
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5.3. Operacionet me numra kompleks né formén trigonometrike

Shumézimi dhe pjesétimi i numrave kompleks thjesht€sohet nése ato jané dhéné
né formén trigonometrike.
Le t€ jené z; = ri(cos @1 + i sin @), z; = 1, (cos @, + i sin ¢;) dy numra kompleks
t€ dhéné né€ formén trigonometrike. Atéheré
Z,-2, = (cos@, +ising,)-r,(cosp, +ising,) =
I,r,[cos ¢, cos @, —sin @, sin @, +i(sin ¢, cos @, +cos g, sin g, )]
Prej trigonometrisé dimé formulat e njohura:
COSQ, COSQ, — sing, sing, = cos(p, +¢,)
sing, cosg, +cose, sing, =sin(p, +@,) .
Prandaj, 7, -z, = 5, [cos(p, +¢,) +isin(p, +¢,)] prej
ku i fitoyjmé barazimet:

|22, =2 |-| 2, |, Arg(z,- 2,) = Arg z, + Arg z, .

Prandaj, gjat€ shumézimit t€ numrave kompleks, modulet e tyre shumézohen,
kurse argumentet mblidhen.
Prodhimi i shumé numrave kompleks t€ fundshém

z, =r(cosg, +ising,),z, =r,(cosg, +ising,),---, z, =r,(cos @, +ising,)
ealdepeiiyns o6l iunducHapasinersoro:

2, 2y 2y =H T [COS(@ + @, + .o+ @) Hisin(g + @, +...+9,)].

Shembull 1. Cakto prodhimin e numrave kompleks:
Z, = 3(cosz +1isin z), z,= 2\/§(cos2—7z+ isin 2—7[), Z, = \/E(coss—ﬁ +i sins—”).
6 6 3 3 6 6
Homvsaeka
2r Sw

2,2, 17, :3~2\/§~\/§[cos(%+2?ﬁ+5?ﬂ)+isin(%+T+?)]:

- 12(cos5T” +isin 57”) =12[(cos(27 — %) +isin(27 —%)] =

NG

T .. T 1 .43 .
=12(cos——lIsin—)=12(——1—) =6(1—-1+/3).
(cos> 3 =121 =6 J3)

Pér prodhimin e dy numrave kompleks té konjuguar z dhe z kemi:
Z-Z =r(cos@+isin@)-r(cos(—p)+isin(—@)) =

= r’[(cos(p— @) +isin(p—p)] =
=r’(cos0+isin0)=r’*(1+i0)=r".

Pasi r = | z | fitojmé se z - z = | z |>. Prej kétu, né rastin special, nése » = 1, kemi
(cosp+ising) - (cosp—ising)=1.

Me ményrén analoge pér herésin e numrave kompleks (1) pér z, # 0,
pérkatésisht pér r, # 0, kemi:

-2, h(cosg +ising)  r(cose +ising )(cosp, —ising,)

Z, n(cosg,+ising,) r,(cose,+ising,)(cosp,—ising,)

4 : : L .
=—-[(cos @, -cos @, +sing, -sing,) +i(sin @, -cos @, —cos ¢, -sin @, )]
r2
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. Z ¢ ..
Creopday roa, Z_l =—L[cos(p, — @) +isin(p, —@,)]
2 b

h Z
—|,  Arg| — |=¢ -, = Argz, — Argz,.
L |k Z,

Prandaj, gjaté pjesétimit t€ numrave kompleks modulet pjesétohen, kurse
argumentet zbriten.

Z

prej ku vijon se

Shembulli 2. Cakto herésin e numrave kompleks:
2r . . 2w St .. S«
Z, = 2(cos——+isin =) dhe Z, = V2 (cos —— + i sin ——).
1 =2 3 3 )dhe 7, ( B " 2)

Kemi se
4 Sin(z_”_s_”) =

12 25
z, 2 3012
2 V2 .2

\/25((:08 +isin— ) [ 5 |—) 1+1.

Shembulli 3. Cakto numrin reciprok % té numrit z # 0.

_ cosO+isin0 :l[(cos(—(p)+isin(—go)]zfé' s

Pi@ -
Z r(cosp+ising) r
1

= 27" = r[cos(—p) +isin(—p)].

Prandaj, kemi se |z‘1|:|z|_1, Arg(z)=-Argz.

Nése z; = r1e’? dhe z; = r,e? jané dy numra kompleks, atéheré prodhimi dhe
herési i tyre jané pérkatésisht
i YA [ (o —
-7, = r1rzel((pl+(p2) dhe L= —le'((”' v2) .
Z, h

Shembulli 4.a) Ta caktojmé prodhimin e numrave kompleks z, = Se 2

T
Ii
dhe z, =6e 3. N& pajtim me vérejtjen e sipérme kemi se

T .
e e
2 3

-iZ T, .. /4
2,-2,=5-6€ =30e 6 = 30(cos(—€) +1i sm(—g)) =
T .. T NC .
=30(cos ——isin =) =30(~=—i—) =153 —15i
( 6 6) ( 5 2)
b) Cakto herésin e numrave kompleks z, = 4e dhe Z,= 2¢
NE€ pajtim me vérejtjen e sipérme kemi se

A 4e7§ Zelg=2(cos£+isin£)=2(cos£+isin£)=
z, 2 6 6 6 6

=2(?+i%)=ﬁ+i.

iz
3.
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Detyra
1. Gjeji prodhimin dhe herésin e numrave kompleks:

T .. T T .. T
) V2(cos=+isin=)-/3 cos—+isin—);
) V2(cos~ 7 V3( g ;)
3z . RY/4 Tr . T

b) (cos— +isin—)-+v2(cos—+isin—).

) (cos = ) J2( " )

2. Cakto numrat:;

a) zy - 2y b) —; B) —2;

nése z; = 2(cos 75°+ i sin 75°) dhe z, =\/§(cos 45° +1sin45°).

3. Si ndryshon moduli dhe argumenti 1 numrit kompleks z, kur ai:
a) shumézohet me i b) pjesétohet me i.

4. Cakto z; - zp, nése:

a) z, = 5(cos40° +isin40°) dhe z, =3(cos50° +isin50°);

b) z, = 4(COS%+isin%) dhet z, = 6(cos%+isin 7?ﬁ);

®) lecos%Jrisin% dhe z, =x/§(cos%+isin%).

5. Hajakteohesgsimmxor 4 mese:
Z,

a) z, = cos130” +isin130° dhe z, = cos40° +isin40°;
b) z, = 2(c0s107° +isin107°) ulhe Z, =5(cos 47° +isin47%);
¢) z;=2(cos150° +isin150") whe 2z, =3(cos105° +isin105");
¢) z, =cos 70° +isin70° whe z, = c0s100° +isin100°.
B 22
2

6. Memehdhiin€ommmeackamepdphssn 7, = e [ 5 z, 5

a) Transformoji numrat kompleks né formén eksponenciale.
b) Shumézoi dhe pjesétoi numrat kompleks duke shfryt€zuar formén e tyre
eksponenciale.

5.4. Fuqizimi i numrit kompleks né formén trigonometrike.

Formula e Moavrit

Nése te formula pér prodhim t€ numrit té€ fundshém t€ numrave kompleks
zévend€sojmé z; =z, = ...z, ku z = r(cos ¢ + i sin @), atéheré pér cdo numér natyror n
vlen:

z" =" (cos ng + i sin ny)

Prandaj, gjat€ fuqizimit t€ numrit kompleks z me tregues numér natyror n,
moduli fugizohet me até€ tregues, kurse argumenti shumézohet me treguesin e fuqisé,
domethéné.
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Zn

=|z|"=r", Arg(z")=nArgz=ng.

Shembulli 1. Pér ¢do fugi (1 + i)'? kemi
(1+i)? = [\/E(cos%+ i sin %)]12 =2%(cos3z +isin3r) =

=64(cosr+isinz)=64(-1+i-0)=—-64.
Pér » = 1 formula e merr formén:

(cos ¢ + i sin )" =i sin ne.

Kjo formulé luan rol t¢ madh né€ matematikén elementare dhe quhet formula e
Moavrit. Ajo vlen edhe kur treguesi i fuqis€ éshté ¢farédo numér i ploté negativ,
domethéné

(cos ¢ +isin @) = cos(—np) + i sin(—ne).
Nése kemi parasysh se z” = (z'!)”, atéheré me zbatimin ¢ formulés sé Moavrit
mbi numrin z~! pér » = 1 do ta fiton kété formé.

Shembulli 2. T’i shprehim cos 3¢ dhe sin 3¢ népérmjet cosp dhe sing. e
zévendésimin pér n = 3 te formula pér fuqi t€ numrit kompleks fitohet

cos 3@ +isin3¢ = (cos p +isin )’ =
=cos’ @ +3cos” @-ising+3i* cospsin® g +i’sin’ ¢
= cos3p — 3cos gsin?p + i(3cos?p - sing — sindp).

Dihet se dy numra kompleks jané t€ barabart€ nése dhe vetém nése
jané té barabarté pérkatésisht, pjesét e tyre reale dhe imagjinare, pra vlen barazimi:

cos3¢ = cos’p — 3cosp - sin’p dhe sinp = 3cos? ¢ sin ¢ — sin’g.
Detyra

1. Eshté dhéné numri kompleks z = V2 (cos%+ isin %) . Cakto numrat:
a) z*; b) z¢; c) z'°.

=—1—i\5-

2. Gjeji numrin kompleks z3, nése  z 3

3. Gjeji vlerén e shprehjes 24 + 1 perz= L1
1€) prenj p \/f
4. Thjeshto shprehjen:
a) (1 +iV2° —(1-iv2)% by (3 +i)° - B -0 ¢) (1+ )10+ (1 — 7)o,

5. Kryeje fuqizimin:
2) (1+i/3)"; b) (V2 -iv2)Y.
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5.5. Rrénjézimi i numrave kompleks

Tani do té tregojmé se si mund té caktohet rrénja prej numrit kompleks pér
formén trigonometrike t€ dhéné, qé n€ masé t€ madhe e lehtéson ményrén né
lidhje me njehsimin e rrénjés prej numrit kompleks té dhéné né formén
algjebrike.

T€ caktojmé rrénjé n prej numrit kompleks z = r(cos ¢ + i sin ¢).

T€ supozojmé se rrénja n e kérkuar €shté ndonjé numér kompleks
w = p (cos 8 + i sin §) me modul p dhe argument 6.

Neése numri w ekziston, ai patjetér ta kénaq relacionin w” = z, pérkatésisht
[p(cos 8 + i sin 0)]"= r(cos ¢ + i sin @), pérkatésisht
p" (cos n@ + i sin nf) = r(cos ¢ + sin ).
Prej kétu, né bazé€ té kritereve pér barazi t€ dy numrave kompleks né
formén trigonometrike, vijojné relacionet: p" = r, n@ = ¢ + 2kr, ose

p=Q/F, 9=¢+2k”, keZ.
n

Pér modulin p fitojmé vleré jonegative p =/r, pasi 4/ e shqyrtojmé si
rrénjé aritmetikore. Megjithaté, pér argumentin 6 t€ numrin kompleks té
kérkuar w fitohen shumé pafund vlera, varésisht prej numrit t€ ploté k. Prandaj,
numri kompleks i kérkuar w (rrénja n prej numrit kompleks té€ dhéné z), do
té jeté:

o +2Krx

Wk=Q/F(cosw+isin ), kKeZ
n

ku me w, e shénojmé vlerén e w q¢€ i pérgjigjet numri i ploté i zgjedhur £.

Megjithaté, pér vlera té€ ndryshme té k£ jo gjithmoné do té fitosh edhe
numra kompleks té ndryshém w;. Né realitet, gjaté zmadhimit té k pér 1,
argumenti

0, = Argw, = @+2kr

do t€ zmadhohet pér iz radian, kurse pér zmadhimin e k pér n njési, do té
n

zmadhohet pér 27 . Por, pasi funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus jané
periodike me periodé mé t€ vogél 2z, kemi

Domethéné 4/z=wy, k=0,1,2,..,n—1ku

Wk=Q/F(cos¢+2kﬂ+isin¢+2kﬂ),k=0,1,2,--an—1 (1)
n n

Prandaj, rrénja n prej ¢farédo numri kompleks (real ose imagjinar) u pérgjigjen n
numra kompleks té ndryshme, té cilét fitohen prej formulés pér k& = 0,1,2,...,n—1,
domethéné n/z = {wg, wi, ..., W1}

Né vecanti te rrénja n prej numrit imagjinare té gjithé numrat » jané
numra imagjinar, kurse te rrénja n prej numrit real a, prej t€ gjithé » numrave té
ndryshém, real jan€ vetém dy, njé ose asnj€, varésisht prej shenjés sé a dhe ciftésisé
sé n.

66



NUMRAT KOMPLEKS

Vérejmé se modulet e té€ gjithé n vlerave té€ w; te formula (1) jané té

+ . e Ce .
barabarta "\/r , por argumentet % , % , gﬂnit , . . . ndryshojné njéri prej tjetrit

pér 27” . Kjo do té thoté se pikat q€ u pérgjigjen té gjithé n rrénjéve prej numrit
kompleks z shtrihen te vija rrethore me qgendér né fillimin koordinativ dhe rreze

p ="/ r, kurse vijén rrethore e ndan né€ n harqe té puthitshme (figura 1).

Figura 1

Prandaj, té gjitha n vlerat e rrénjé€s n prej numrit kompleks z # 0 (real
ose imagjinar) te rrafshi kompleks paragesin kulme té njé n kéndéshi qé éshté
brendashkruar te vija rrethore me rreze “/r dhe qendra né fillim té O.

Shembulli 1. Ta caktojmé bashkésiné e numrave kompleks /i

Pasi 1=cos E+|sm5 vlera e 3/i i fitojmé nga formula

z+2k7z z+2k7z

W, =cos2 3 +isin2 3 pEER=0) 112,
v3

T .. T 1.
W, =cos—+isin—= +—I,
2 2

T 27\ .. (n 2&m St .. 5«x
W, = cos| —+— |+isin| —+— |=cos—+isin—=
6 3 6 3 6 6

Bl

T, P4 T ..
=cos(r ——)+isin(7r ——) =—cos—+Isin—=——+—1I,
6 6 6 6 2 2

7 4r) .. (7m 4rm 3z .. 3mw . .
W, =cos| —+— [+Isin| —+— [=cos—+Isin—=0—1-1=—1I.
6 3 6 3 2 2

Prandaj, kemi se i :{§+%i,—§+li,—i }
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Shembulli 2. Ta caktojmé bashkésiné e numrave kompleks 3/—8. Pér shkak t&
—8 =8(cos 7z +isin ) , mbastdegsioro /-8 i fitojmé prej barazimi:

W, =%(cos”+§k” +isinﬁ+32kﬁj, k=0,1,2.

T .. T 1 \/§ .
W, =2| cos—+Isin— |=2| —+1— [=1+1+/3,
0 ( 3 3] [2 2J V3

W, :2(cos7r+isin7r):2(—1+i 0)=-2

W, = 2(coss—ﬁ+ i sins—ﬂj = 2(005(2% —Z) +isin(27 —1)] =
3 3 3 3
= 2(cos§—isin§) =1-iV3,

Crnop@randajikems sexa Y-8 = {1 + i\/§,—2,1 - |\/§}

Shembulli 3. T’i caktojmé té gjithé numrat e bashkésisé & T2+2i\/§

Pér shkak —2 +2i/3 = 4(cos7+|s1n—) ku r=v4+12 =4 dhe ¢ = arctg—- 2\/_ 2”

3
numrat e kérkuar jané:
2—7r+2k 2—7[+2k7z
Wk=(‘/1 cos—>— fisin>— ,k=0,1,2,3.
4 4
WOZ\/E c0s£+isin£j:x/§ £+li s
6 6 2 2
Wl:\/E(cos(£+£)+isin(£+£)j:\/5 —l+£i ,
6 2 6 2 2 2
WZ:\/E(cos(£+7r)+isin(£+7r)]:«/§ —ﬁ—li ,
6 6 2 2
W3:\/E(cos(£+3—7[)+isin(£+3—”)J:\/5 l—ﬁi .
6 2 6 2 2 2
Detyra
1. Njehso: a) \/g; b) %/ji; c) %/5
3 2 4
2. Njehso: a) i4; b) (V3 +i)3; ¢) (V3-i)s.
: - 1 [
3. Njehso: 2) §/(=6+i6+/3); b) V/2i; ¢)  |[—+—.
] )( ) ) ) 7 h
4. Njehso: a)3 ——i b) VN3 +i.

2 2
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5.6. Zbatimi i numrave kompleks

Kétu do té shqyrtojmé disa pasoja té€ formave t€ ndryshme té€ shkruarit dhe
interpretimit gjeometrik t&€ numrit t€ dhéné€ kompleks. Ato pasoja shfrytézohen né
shumé fusha t€ ndryshme té matematikés dhe me ndihmén e tyre thjeshté shqyrtohen
lidhjet e caktuara, caktohet shénimet ekuivalente, si edhe zgjidhjet e llojeve
té barazimeve té caktuara.

Figura 1

Prej trekéndéshit OM, M, brinjét e t€ cilit jané kéto pabarazime té réndésishme:
|z |,| z2 | dhe | zy + zo | (figura 1) vijojné
|z1] = |z2] S |z1 + 22| < |z1] + |22

domethéné moduli i shumés prej dy numrave kompleks &shté mé i vogél ose i
barabart€é me shumén e moduleve té mbledhésve, kurse éshté mé i1 madhe ose i1
barabarté¢ me ndryshimin e atyre moduleve. Kéto pabarazime jané€ né pajtim té ploté
me teoremén e njohur né gjeometrin€ elementare pér raportin ndérmjet brinjéve té
trekéndéshit. Prej ku z; — z; = z; + (—z;) dhe |-z;| = |z;| vijojné edhe pabarazimet:

|z1] = |z2] < |z1 — z2] < |z1] + |22

domethéné. pér modulin e ndryshimit t&¢ dy numrave kompleks vlejné té njéjtat
pabarazimet e atilla si edhe pér modulin e shumés. Kjo éshté e kuptueshme kur
kemi parasysh se |z; — z;| — gjatésia e diagonales tjetér t& paralelogramit OM, MM,
&shté, gjithashtu, brinja e trekéndé&shit, ku dy brinjét e tjera jané |z;| dhe |z;]
(figura 1).

Shenja pér barazim do t€ vlen vetém né rastin e veganté kur pikat O, M,, M,
shtrihen né nj€ drejtéz.

Shembulli 1. Ta caktojmé& bashkésin€ e pikave z né rrafshin kompleks qé i
kénaq kushtet;

a) |z —a|=r, r>0 ku a éshté piké fikse prej rrafshit t€ nj&jté, kurse r €sht€ numér

real pozitiv,
b) |z—a|=|z—b|, a=b, ku a dhe b jané pika fikse prej rrafshit t& njé;te.

Le té jené z; dhe z, dy pika t€ rrafshit kompleks. Atéheré |z; — z5| ose |z, — z4]
éshté gjatésia e diagonales MM, té paralelogramit OM MM, (figura 1) qé€ i lidh
pikat z; dhe z,, pérkatésisht, largésia ndérmjet atyre dy pikave.
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Prandaj,

z—a| éshté largésia e pikés s€ ndryshores z prej njé pike fikse a té

rrafshit kompleks. Prej kétu vijon se bashkésia e pikave q&€ e kénaq
kushtin:

a) |z—a|=r, r> 0 &shté vija rrethore me qendér né pikén a dhe rreze r ;
b) |Z - a| = |Z —b|,a#b &shté simetralja e segmentit pikat e skajshme té té cilit
jané pikat fikse a dhe b.

T€ ndalemi tani te interpretimi gjeometrik 1 shumézimit dhe pjesétimit té
numrave kompleks.

Pika qé€ 1 korrespondon prodhimit z;-z; t€ numrave kompleks
zy = ri(cos ¢ + i sin @) dhe z, = r, (cos ¢, + i sin ;) do ta fitojmé nése rreze
vektori 1 paré qé€ i pérgjigjet z; e rrotullojmé rreth fillimit O né kahen pozitive
pér kéndin ¢, = Arg z,, kurse pastaj modulin e atij vektori |z;| = r; e
zmadhojmeé pér r, = |z5] heré (pér 0 < r, < 1 Ky &shté zvogélim) (figura 2).

Figura 2

w w 1
Cdo herés — mund ta shkruajmé si prodhim W o Tw oz -1, prandaj

éshté e mjaftueshme t€ tregojmé se si prej pikés z e fitojmé pikén % =z

Pikén z ! do ta fitojmé nése prej asaj pike z sé pari kalojmé te pika z' e cila
shtrihet né largési ! prej fillimit O t& gjysmédrejtézés sé njéjté, te e cila shtrihet
edhe pika z (figura 3), kurse pastaj kalojmé kah pika qé me z’ éshté simetrike né
lidhje me boshtin real (figura 3). Ajo €shté pika e kérﬁ(uir z-1. Eshté e qarté se pika z’
do té puthitet me z nése vetém nése |z| = 1. Pastaj, nése z shtrihet né brendésiné e
rrethit njési, atéheré€ z’ do té shtrihet jashté tij, dhe anasjelltas.

Figura 3
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Me interes t€ vecanté edhe réndésia €shté rrénja n prej numrit 1. Bashkésia
e rrénjéve ka n numra t€ ndryshém kompleks t€ quajtur rrénjé primitive té
numrit 1.

Prej késaj q€ 1= cos0+isin 0 rrénjét primitive t€ numrit 1 jané dhéné me
formulén:

E, =1 = cos 2K 1isin 2% k=0,1,2,3,...n—1.
n n

Peanuut¥ bpaatucale bé 1 cHted@mmadrsa:

e k=0 dhe k= % nése n &shté numér ¢ift;

e k =0, nése n éshté numér tek.

Pikat q& u korrespondojné té gjithé numrave prej bashkésisé /1 gé shtrihen
né vijén rrethore n€ fillimin O dhe rreze » =1. Ato vijén rrethore e ndajné né n
harqe té barabarta, kurse njéra prej tyre q€ 1 pérgjigjet numrit 1 &shté boshti
Ox, prej kétu vijon se pikat qé u pérgjigien numrave imagjinar prej bashkésisé
n/1 jané simetrike né lidhje me boshtin real. Domethéné numrat prej bashkésisé
" /-1, qé nuk jané reale, jané sipas ¢ifteve té konjuguara komplekse.

Shembulli 2. a) Rrénja katrore prej njéshit ka dy vlera: 1 dhe -1.

b) Rrénja e katért prej njéshit ka katér vlera: 1, i, —1, —i domethéné
bashkésia prej t& gjithé 4 rrénjéve t€ njéshit Esht€ E, = {1, i, -1, —i}.

¢) Rrénja kubike prej njéshit gjendet sipas formulés

E, zi/I:cossz”Hsinszﬂ,k =0,1,2

Pérveg &y = cos 0 + i sin 0 = 1, bashkésia 3\/1\ 1 pérmban edhe numrat:

o 1 .3 4r 4r 1 B3

2z
& =cos—+isin—=—-—+i— dhd &, =cos—+isin—=———i—.
3 3 2 2 3 3 2 2

Shembulli 2. Ta caktojmé bashkésing &/1 .

Es—{l,%ﬂﬁ L B "5}

_1______

’ 2772 272 2

2

Vérejmé se ¢do rrénj€ kubike prej njéshit €shté edhe rrénja e 6 prej njéshit, kurse
jo ¢do rrénjé e 4 prej nj€shit €shté edhe rrénja e 6 e njéshit.

1+i3 jlz'

Shembulli 3. Ta caktojmé numrin kompleks [2( 1-1)
o

12
Shprehja e dhéné e paraget numrin kompleks ( I ] ku z,= l+ i ﬁ
2

dhe z; =-1—i. P& numrin kompleks z; kemi

1 3
h= Z+Z=1’ tgp, =

_5,

N\»—|N‘§‘
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T
3

kemi kujdes gjaté caktimit té kéndit ¢,. Cilin kénd do ta marrim prej pozités sé

prej ku vijon se ¢; = ——. Por, e dimé edhe tg%E = /3 qé tregon faktin se duhet t&
pikés (x, y) te rrafshi koordinativ, e cila i pérgjigjet numrit kompleks z;.
3
Kétu e kemi pikén [E,T] , kurse ajo éshté né kuadranti 1 paré, domethéné
Zy = CoS % + i sin % Vérejmé edhe se ? ¢ (—x, m]. Pér numrin kompleks z, kemi:
5
ry=+1+1= 2,tgp=1.Poashtu pika (-1, —1)&dteEné kuadrantin e treté, pra ¢, = Tn

dhe z, = ﬁ(cos%t +i sin%r). Domethéné kemi se ku

12 (cosE +isin E)12 coslz—Tc +1 sinlz—n
L 7 j _ 3 3 _ 3 3
%2 (~2)"? '(COSSI+ isin SI)IZ 2° (cos62n+ isin 6271)

_cosd4n+isindr 1+i-0 __L
64(cos15n+isinl5m)  64(-1+i-0) 64

a¢E+kn, keR.

. n .
Shembulli 4. T& vértetojmé se ku (1 +l tg“] _l+itgna

l-itga 1-itgno’
Kemi se ku
_sina ' (coso+isina)"
(1+itg0‘jn(l+lcosa) _ cos" a _
1-itga (l_isinajn (cosoc—isinoc)n
cosa, cos" a
cos Na. + I sin N
_cosho+isinho. cos Nt _l+itgna
" cos(-na)+isin(-na) cosha—isinna  1-itgna
cosno

Shembulli 5. Ta zgjidhim barazimin binomial: x°> + 32i = 0.

Prej x5 + 32i = 0 kemi x = {/-32i. Numrin —i do t& paragitet né formén
trigonometrike duke marré se x> = —-32i = 32(—).

Pasi qé —i = c0s(-90°) + i sin(-90°) kemi x> = 32 (cos(-90°) + i sin(-90°)).
Atéheré

X =2(cos(—18°+72°k) +isin(—18°+72°k)), k=0,1,2,3,4.

Pér k=0, z, =2(cos18°—isin18°) =1,90-i0,62.

Pér k=1, z, =2(cos54° +isin54°) = 1,18 —-i1,62.

Pér k=2, z, =2(cos126°+isin126°) =—-1,18-i1,62.

Pér k=3, z, =2(cos198°+isin198°) =-1,18-i1,62.

Pér k=4, z, =2(cos270°+isin270°) = -2i.
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Shembulli 6. Gjeji shumat:
A =cosx+ cos 2x + ... + cos nx dhe B=sin x + sin 2x + ... + sin nx, pérn € N

Le t€ jeté z=A4 + iB. Atéheré 4 = Re(z) dhe B = Im(z). Prej

z=A+iB=(cosx+cos2x+...+cosnx)+i(sinx+sin2x+...+sinnx) =
= (cos X+isin X)+ (cos2X +isin 2X) +...+ (cos NX +isin nx) =

= (cos X +isin X) + (cos X +isin X)* +...+ (cos X +isin X)" =
1-(cosx+isinx)"
1—(cos X +isin X)

=(cos X +isinx)

1—(cosnx+isinnx)
1—(cos X +1isinX) -
1—(cosnx+isinnx) (1—-cosX)+isinX
(1—cos X)—isin X .(l—cosx)+isinx -
_ [I=(cosnx+isinnx)][(cos Xx—1)+isin X]
- 2(1—cosX) '
Pas realizimit té operacioneve t€ shénuara me zbatimin e formulave té adicionit
fitojmé se

= (cos X +isinx)

= (cos X +isin x)

n+1 . nx . n+1 . nx
COS—— XSIn — SIn —— XSIn —
z=A+IiB= 2 +1 2 2

. X . X

SIn — SIn —

2 2

prej ku vijon se

n+1 . nx . h+1 . nx
COS— XSIn— SIn —— XSIn—
A= 2 2 dhe B= 2

. X . X

Sin — Sin —

2 2

Detyra
1. Si jané renditur vektorét t€ cilét u pérgjigjen numrave kompleks z; dhe z,

nése

a) [z,-2,|=[z]-z,

; ) |7, +2,| =z, |+|2,)-
2. Vérteto se numrat (a + bi)" dhe (a — bi)", n € N jané kompleks té
konjuguar.

3. Vérteto se herési i ¢farédo dy numrave prej bashkésisé 4/1 éshté pérséri numér
prej bashkésisé V1.

4. Vérteto se vlera reciproke e ¢farédo numri prej bashkésisé 4/1 &shté pérséri
numér prej bashkésisé /1 .

3
5. Zgjidhe barazimin 32—2— V2 +iV2=0.

6. Shkruaj né formén algjebrike numrin kompleks

z =(1+cosoc—isin0c)10.
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5
7. Zgjidhe barazimin z{?-%ij— 7 —(%Hﬁ] ~0.

8. Vérteto se:

A nm .. nm N nm .. Nnn

a) (1+1) =22 | cos—+isin— |; b \/§—| =2"| cos— —isin— |.

1) =2 (cosEvisn b (i) 2 con i
9. Zgjidhi barazimet binome:

a) 7 —-8=0; b) z°+64=0; ¢)z*-81=0.

10. Gjeji shumat e fundshme:

a) cos? x + cos’2x +...+cos’nx; b) sin® X +sin” 2X +...+sin’ nx.

DETYRA PER PERSERITJE

1. Paraqiti me vektor numrat kompleks z; dhe z,, kurse pastaj cakto shumén

e tyre, nése:

a) 7, =2+5l, z,=3+2i; b) z, =-2+3i, z,=5-2i;
¢) z, =-3+4i, z,=-2-3i, ¢) z,=-1+3i, z,=3-1.

2. Cakto ndyshimin gjeometrik té z; dhe z, , nése

a) 2, =4+3i, z,=1-1; b) z, =-3+5i, z,=-5+2i;
¢) z,=-2-4i, z,=-5-2i; ¢) 2,=6-2i, z,=2+3i.

3. Cakto modulin e numrit kompleks:

a) 12— 5i; b) =3 +i; ) 1+ 2 - (2 - Di;

¢) sin @ —i cos @; d) -2i; dh) 1+ cos @+ isin @.

4. Cakto largésiné ndérmjet pikave te rrafshi i numrave kompleks:

a); 1 —idhe-2+3;i b)5—idhe-3+5i; ¢) 1 dhe cos @—i sin .
5. Cakto pikat te rrafshi kompleks pér t€ cilét vlejné:

a) [z—i|<l;  b) |z-1]=1 ) 1< <3; ¢ |z-1|=]z-3.
6. Paraqiti né formén trigonometrike numrat kompleks:

a) 3+1;  b)—1-i3; ¢) -3i; ¢) -3; d) 3 — 4i.

7. Hijezoje bashkésiné e pikave te rrafshi i cili i korrespondon numrave kompleks
me modul » argumentet e t€ cilit e plot€sojné kushtin:

a)(ng, b) 0<ep<m, c)2<r<3, g)lSrgz,Osmsg.
8. Caktoi t€ gjitha vlerat pér argumentin ¢ t€ numrit kompleks:

a) —1+i; b) —1; ¢) sin§+icos§;

¢) 1—i\/§; d) tg o+i; dh) ctg o +1.

9. Cakto prodhimin z; - z,, nése:
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a) Z, =5(cos40°+1isin40°) dhe z, =3(cos50°+isin50°);

o)z = 4(cos£+ I sinE) ,dhe z, = 3(cos7—n+isin7—n);
8 8 8 8
B) Z, = cos~ +isin” dhe z, :\/E(cosiﬂsinﬁ).
3 3 6 6
10. Cakto modulin dhe argumentin e numrit z*, nése z =1 + cos ia + sin a.

11. Si do t& ndryshoj moduli dhe argumenti i numrit kompleks z = r(cos ¢ + i sin @),
nése shumézohet me:

a)i;  b)—i; ¢) 4; t) —2i; d) 1+i; dh) cos§+isin§.
12. Cakto z; : z,, nése:

a) z, =cos130°+isin130°dee z, = cos40°+isin40°;

b) z, =2(cos107°+isin107°) die z, = 5(cos 47° +isin 47°);

¢) z, =2(cos150°+isin150°)dke z, = 3(cos105° +isin105°);

¢) z, =co0s70°+isin 70°dse z, = cos100° +isin100°.

13. Kryeje fuqizimin:

a) [%H?J ; b) [£+Lj ; c) (ﬁ—lﬁj ;. §) (—l+i)75.

2 2 2 2
14. Njehso:
(i-1) A+ -1-i* 1-i* 10 10
a) —; b) —— ) ——=—; O B+ +(B-D)".
1+i)’ (3 +i)° (1+i/3)° ( A )
15. Kontrolloi barazimet:
yis 3n St 1 27 4 67 Il =
a) cOS—+C0S—+CoS— =—; b) cos—+cos—+cos—=——tg—.
7 7 2 7 7 7 2 712
16. Cakto rrénjét e barazimeve:
a) x> +16=0; b) x> +20=0.
17. Zgjidhe barazimet katrore:
a) X> —4x+20=0; b) x> +3x+8=0; B) 2X° —7Xx+10=0;
©) 2°+z2+1=0; d) X> —=(1+i)x+i=0.
18. Formo barazime katrore me koeficient real rrénjét e t€ ciléve jané:
a) X, =2+i, X, =2-i; b) X, =iv/5, X, =—i/5.
19. Formo barazim katror me koeficient real, nése njéra rrénjé €shté:
a) 2+3i; b) 12 -13i; B) 1+ cosa+isina.
20. Pgjidhaipaseirate:
a) 22 +27=0; p) 2 -1=0; e) 2 +1=0;
¢) 362 —25=0; ) 2°+64=0; dK) 2 —2i =0.
e) 25+l—i£=0, fiy) 22 —3+i=0, 9z +1-i=0.
2 2
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6. ZGJIDHJA E CFAREDO TREKENDESHI

Gjaté zgjidhjes sé trekéndéshit kénddrejté, lidhja ndérmjet brinjéve dhe kéndeve
€shté dhéné né bazé t€ pérkufizimit t€ ¢ro funksioni trigonometrik té kéndit t€ ngushté
te trekéndéshi kénddrejté. Ato lidhje nuk mund t’i shfrytézojmé pér trekéndéshin e
pjerrét, pasi te ai nuk ka kénd té drejté.

Njehsimi i elementeve té panjohura té trekéndéshit, kur jané dhéné vlerat
numerike t€ atyre tre elementeve themelore t& cilat jan€ té nevojshme pér
konstruktimin e trekéndéshit, quhet zgjidhja e trekéndéshit.

Megjithaté, g€ t€ mund ta zgjidhim edhe trekéndéshin e pjerrét, duhet té gjejmé
lidhje pérkatése ndérmjet brinjéve dhe kéndeve te trekéndéshi i atillé. Pér kété shkak,
do t’1 vértetojmé teoremén e sinusit dhe kosinusit, né baz¢ té€ cilave vendoset lidhje
ndérmjet brinjéve dhe kéndeve te ¢farédo trekéndésh.

6.1. Teorema e sinusit

Le t& jet¢ dhéné trekéndéshi ABC (figura 1) rreth t& cilit &shté
jashtashkruar vija rrethore me diametér 2R = CD. Nése pikén D e lidhim me
pikat B dhe 4, fitojmé trekéndésh kénddrejté BCD dhe ACD.

Figura 1

Sipas pérkufizimit té funksioneve trigonometrike te trekéndéshi kénddrejté, prej
trekéndéshit kénddrejté BCD kemi se

BC . a .
——=sind ose — =sinqQ,
CD 2R
ku & = o, si kénde periferike mbi harkun e njéjté BC.
Barazimin 2i =sin mund ta shkruajmé né formén

a
sino
Prej trekéndéshit kénddrejté 4CD kemi

£—sin ose L—sinﬂ
co 7% R

=2R.

ku ¢ =/ sikénde té hijezuara mbi harkun e njéjté AC .

Barazimi % =sin # mund ta shkruajmé né formén
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b

=2R.
sinf3
Né ményré té ngjashme, duke térhequr diametrin prej kulmit 4, kemi
C —
siny
Prandaj, kemi se
a b c

=2R

sing sinf8  siny
g€ do té thoté se pérpjesa e ¢do brinje dhe sinusit prej kéndit té pérballté t€ asaj brinje
te trekéndéshi €shté numér konstant dhe €shté 1 barabarté me diametrin e vijés rrethore
té jashtashkruar te trekéndéshi.

Proporcionin e vazhduar mund ta shkruajmé né kété formé:

a:b:c=sina:sinf:siny

Teorema e sinusit: Brinjét te ¢farédo trekéndésh jané proporcionale me sinusat
prej kéndeve té pérballta.

Teoremén e sinusit e vértetojmé né rastin kur trekéndéshi ABC é&shté
kéndngushté. Né ményré t€ ngjashme mund té€ vértetojmé se teorema &shté e sakté
edhe né rastin kur trekéndéshi ABC &shté kéndgjeré (figura 2). Prandaj, teorema e
sinusit &shté e sakté pér ¢farédo trekéndésh

Figura 2

Shembulli 1. Ta caktojmé raportin e brinjéve a : b, a : ¢ dhe b : c té
trekéndéshit ABC, nése:

a) 0.=90°, B=60°, y=30°;

b) a=75°,B=45°, y=60°

a) N€ baz€ t€ teoremés s€ sinusit, kemi se
a_sina sin90° 1 23 a _sina_sin90° 1

E_sinﬂ_sin60°_£ 37 E_siny_sin30°

2

B3

=2 dhe

N | —|

b sinf sin60°

2
¢ siny sin30° 1
2

= /3.
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\/5(\/§+1)

\/5(«/§+1)
a_sin75° 4 3+l a_sin75°_f_\%(*/§+1)
b sind5° 2 2 ¢ sin60° 3 6
2 2

Ne)
dhe 9=Sin450_L ﬁ
c sin60° 3 3
2

Teorema e sinusit shfrytézohet gjaté zgjidhjes sé trekéndéshit, dhe até né kéto
raste:
I. Kur €shté dhéné nj€ brinjé dhe dy kénde g€ shtrihen né até brinj¢,

II. Kur jan€ dhéné dy brinjé dhe kéndi pérballé njérés prej brinjéve t€ dhéna

Rasti I: Zgjidhe trekéndéshin nése jané dhéné brinja a dhe kéndet S dhe y
té cilat shtrihen te brinja a.

Kéndi i treté te trekéndéshi éshté o = 180°—(8 + 9) .
Pér brinjét b dhe ¢ prej teoremés s€ sinusit kemi se

asin asin
b= 2517 jhe = 23SIN7
SiIno siIno

Shembulli 2. Cakto kéndin a dhe brinjét b dhe ¢, nése B = 36 °, y = 68° dhe
brinja a = 160cm.

Prej o =180° — (B + 7) kemi se o = 76°. Gjatésiné e brinjés b ¢ njehsojmé pre;j
barazimit:

p_asinf _ 160-sin36°
sin¢

- =96,925cm,
sin76°
kurse brinjén ¢ e njehsojmé prej barazimit:
c asiny 160-sin68°
sin

- =152,8896cm.
sin 76°

Rasti I1: Zgjidhe trekéndéshin me brinjét » dhe ¢ dhe kéndin -
S€ pari e gjeymé kéndin y prej barazimit:
siny = %sin B

por pastaj kéndin a prej barazimit a = 7 — (f + 7). Brinjén a e gjejmé prej barazimit:

sino
a=b-

sin 3

Gjaté zgjidhjes sé€ detyrave prej kétij lloj t€ mundshme jané kéto raste:
a) Nése b > ¢, atéheré f > y (pasi f + y < x), prej ku pérfundojmé se

kéndi y €shté 1 ngushté. Atéheré lc)_ < 1. Pér shkak t€ sinf < 1, kemi se edhe sin y < 1,
pra detyra ka njé€ zgjidhje pér y, a dhe a.
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b) Nése b <c, pra % > 1, atéheré f <y, pra kéndi y mund té jeté i ngushté, i
drejté ose 1 gjeré. N& kété rast mund té kemi se
v nése % - sin #> 1, at€heré edhe sin y > 1. Pabarazia e fundit €shté e pamundshme,
prandaj, detyra nuk ka zgjidhje;
v nése % - sin f = 1, at€heré edhe sin y = 1, prej ku vijon se y = 90°. N¢ kété
rast trekéndéshi Eshté kénddre;jté;
v nése — - sin < 1 edhe, até€heré edhe sin y < 1, pra kéndi y &éshté i ngushtg, 1 drejté

ose 1 gjer€. Detyra ka dy zgjidhje pér y, prandaj edhe pas dy zgjidhjeve pér a dhe a.

Shembulli 3. Zgjidhe trekénd€shin me brinjé a = 2, ¢ = 1 dhe kéndi y = 50°.

sina siny

Prej barazimit kemi sina = 2sin 50° = 1,53. Pasi nuk ekziston kénd

o pér té cilin sin a > 1, vijon se kénd 1 atillé nuk ekziston.

Shembulli 4. Zgjidhe trekéndéshin t&€ dhéné me a = 50cm, b = 32cm dhe o= 73°.

Pasi a > b, detyra ka njé zgjidhje pér kéndin f, y dhe c. Kéndin £ e fitojmé
prej:

sinﬂ=2— - sin o =32 sin 73°

50
pra edhe pér y dhe c, prej ku kemi = 37°49°, y = 69°11° dhe ¢ = 48,87 cm.

Shembulli 5. Zgjidhe trekénd€shin t€ dhéné€ me b = 14cm, ¢ = 26¢cm, = 32°.

Kéndin y e ppdimoymé prej barazimit sin y = % sin ff = %—‘61 sin 32°.

Pasi jané dhéné dy brinjé dhe kéndi pérballé brinjés mé t&€ vogél dhe sin y < 1,
fitojmé dy zgjidhje:
v, =79°52', v, =100°8', o, =68°%', o, =47°52', @ =24,53cm, a, =19,59cm.

Detyra

1. Zgjidhe trekéndéshin té dhéné me a = 31, a = 54°15°, f = 76°20°’.
2. Zgjidhe trekénd€shin t€ dhéné me ¢ = 10, a = 62°225, f = 28°52".

3. Zgjidhe trekéndéshin té dhéné me a = 12, ¢ = 15, y =20°20’.

4. Kéndet né njé€ trekéndésh qéndrojné si 3: 4 : 8. Sa shté€ raporti i brinjés mé t&
gjaté dhe mé t& shkurtér té trekéndéshit?

5. Te trekéndéshi AABC €shté térhequr vija e réndimit AK. Gjatésia e saj Eshté

13v2 3fdhe ajo me brinjén AC formon kénd prej 30°. Cakto gjatésin€ e brinjés BC nése

4ACB = 45°.
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6. Te AABC éshté dhéné AB = 24cm, AC = 9cm dhe o = 60°. Cakto gjatésiné e
brinjés BC dhe jashtashkruar.

6.2. Teorema e kosinusit

Le té jet€ dhéné trekéndéshi kéndngushté ABC (figura 1 a). Me ndihmén e
teoremés s€ Pitagorés do ta shprehim lartésiné 4. pastaj prej trekéndéshit BCD sé
pari prej trekéndéshit ADC, por

h?=b*-x* dhe h’=a’-(c—x)

Figura 1

Prej barazisé sé t&€ anéve t€ majta t€ dy barazimeve vijon se
a’ =b* +¢? —2¢cx (1)
Prej trekéndéshit ADC kemi se X = bcos . Me zévendésim te (1), kemi
a’ =b* +c¢* —2bccosar
Barazimi €shté i sakt€ edhe kur kéndi a €shté 1 gjeré (figura 1 b). N¢ até rast kemi
a’=h’+(c+x)’ =(bsing, )’ +(c+bcose,)’ =
=b’sin’ ¢, +¢* +2bc-cos e +b*cos” ¢ =
=b? (sin” ¢, +cos” ¢ ) +¢* +2bc - cos (180°— ¢ ) =
=b*+c*—2bc-cosa.
Né ményré té ngjashme, nése i1 shprehim lartésité 4, dhe 4, do t€ kemi se
b? =a’+c? —2accos
¢’ =a’+b*—2abcosy.
Teorema e kosinusit. Le t€ jené a, b dhe ¢ brinjé dhe a, f dhe y kéndet
pérkatése té pérballta t€ brendshme AABC. Atéheré vlejné barazimet:

a’=b”+c*—2bccosar, b?*=a’+c*—2accosB, ¢’ =a’+b’—2abcosy.

T€ vérejmé se te rasti ku o = 5 barazimi &shté né realitet teorema e Pitagorés.

Me ndihmén e teoremés sé kosinusit zgjidhim trekéndésh, nése jané dhéné:
Rasti I: Dy brinjé dhe kéndi ndérmjet tyre.

Shembulli 1. Zgjidhe trekéndéshin t€ dhén€ me a = 2¢m, b = 1em, v = 60°.
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S€ pari e njehsojmé brinjén ¢
c=+/a>+b>—2ab-cos y =v/2* + 1> =2-2-1cos 60° =

= 4+1—4%:\/§cm.

Pér kéndin «a pej barazimit a> = b? + ¢? — 2bc - coso kemi se
b’ +c’—a’  1P+(3)Y -2
2bc 2143
prej ku vijon se oo = 90°. Prej kétu kemi se

p=180°- (o +y)=30°.
Rasti I1: Té tri brinjét e trekéndéshit.

=0

coso =

Shembulli 2. Zgjidhe trekéndéshin nése a = 1cm, b =2cm dhe ¢ =3 cm.
Prej teoremés s€ kosinusit vijon se:
cos i = a’+c’-b’ 1+3-4 _
2ac 2.3
prej ku fitohet = 90°. N& ményré t€ ngjashme
cosg = b’+c’-a’ _4+3-1_ 3 :ﬁ
2bc 2243 243 2

prej ku vijon se a = 30°. Pérfundimisht y = 60°.

0,

Detyra

1. Zgjidhe trekéndéshin t&€ dhéné me b =18, ¢ = 13, a = 44°30".

2. Zgjidhe trekéndéshin t&€ dhéné me a = 738, b =739, y = 60°15".

3. Zgjidhe trekéndéshin t€ dhéné me a =15,b =12, c=18.

4. Pér brinjét e AABCvlena:b=2:3,b:c=4:5. Cakto madhésiné e kéndit
mé té€ madh te trekéndéshi?

5. Cakto madhésiné e kéndit a, n€se pér gjatésité e brinjéve té njé
(b+c)’ —a®
bc

trekéndéshit vlen l.
6. Cakto brinjét e trekéndéshit me sypriné 33, a = 60° t& brinjéve q¢ e formojné
att kénd b+ c=7.

6.3. Teorema e tangensit. Formulat e Ojlerit

=2R dhe

sin& Sm

b=2Rsin 4. Atéheré a+b:2Rs%n05+2Rs%n,B=2R(S%na+s%n B)
a-b 2Rsina+2Rsinf 2R(sina—sinf)

=2R ,praa=2Rsinadhe

Prej teoremés sé sinusit kemi
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Nése 1 zbatojmé formulat pér transformimin e shumés dhe ndryshimit né

prodhim domethéné sin a + sin #=2sin &= B cos L fitohet:
2 2

.o+  a-pB oa+pf
a+b_2Rsin0{+2Rsin,B_2S1n 5 T, _tg 2
a—-b 2Rsina+2Rsinf 2sina_ﬂcosa+ﬂ tga—ﬁ'

2 2

né kété€ ményré e vértetuam kété teoremé.
Teorema e tangensit. Le t& jené€ a,b brinjét e AABC dhe a, f jané kénde

o+ f
a+b
té kundérta. Atéheré = .
a-b o~ B
& 2

Vérejtje. Prej asaj o + f = 180° — y dhe tg(180° — y) = ctgy at€heré teorema

ctgz
e tangensit €shté = 2
a-b o-f
g
2
Shembulli 1. Zgjidhe trekéndéshin nése a + b =13, o = 81°, f=38°.
Sé pari ta caktojmé kéndin y=180° - (o + ) = 61°.
0
g 119
Prej teoremés sé€ tangensit kemi 5 = 20 d.m.th. a— b =3. Me zgjidhjen
a —_
t -
s 2

a+b=13
a-b=3
kemisec=7.

e sistemit { fitohet a = 8, b = 5, kurse me zbatimin e teoremés sé€ sinusit

Shembulli 2. Njehso kéndet te trekéndéshi, nése a:b=5:3 dhe o+ =155".

Kéndi y=180° — (a + ) = 25°. Nése prej % shtojmé 1, pérkatésisht zbresim

1, fitohet %Jrﬂl :a;)rb =§—+ 1 =§— dheg——l Z%bzg—domethéné
a+b 8 ¢ o+ f
b _a+b 3 8 o . T,
——=——===—=4. Domethéné prej teoremés s€ tangensit ——=— =4 dueth.
a-b a-b 2 2 &P
b 3 £
a+ =155

0(—,8 0(—,8 0 e g . .
tg——=1,12768, ——=48,5.C -
g 5 pra > VipengartjenHa BRTAMOT < '8:48,50

fitohet se o= 1269, 4= 29".
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2 2 2
Dihet se c0s0{=b+c—al
2bc
b*+c? —a?
2 l+cosa 1_l_b2+C2—a2 2bc+(b2+c2—a2)
2bc

~ az—(b—c)2 _(a=b+c)(a+b-c) (s—b)(s—c)

(b+c)’-a®> (a+b+c)(b+c-a) s(s—a)

s—b)(s—c
S= a+;)+c . HNéddgtéraneny & gobiosmé dmpnipsara tg%z —( S(S)( a) ) .

Rrapdaj; foam0)akp d2ilepd gantin racar:

ku

5-¢) dhe tg7—/=
“b) 2

Shembulli 3. Vérteto se tg a =L, tgﬁ = dhe tg Z:L’ ku r
2 s-a 2 s-b 2 s—c
€shté rrezja e vijés rrethore t€ brendashkruar.

Difsetaso ¢ siexa =+ = Js(s-a)(s-b)(s—c) :\/(S—a)(s—b)(s—c)
S S S

, pra

s(s—a) 2 2 s—a
Ngjashém fitohen dy barazimet e tjera.

2
kemi r:\/(s—a) (s=b)(s-¢) :(s—a)tgﬂ. Domethéné tg a_ T

Shembulli 4. Zgjidhe trekéndéshin ABC nése r = J3,s—c=3dhea=31°.

Prej formulés th=L=—3 vijon se 7 =300 domethéné y = 60°. Prandaj
2 s-c 3 2

B=180°—(a+y)=89°dhe S—a= La ress-aa=66 Bleraedminige rpanara

t _

8 2

210
b=s—c+s-a=9,kurse a=9f’m3£ ~4,5 dhe c=7,79.
sin 89

Detyra

1. Zgjidhe trekéndéshin té dhéné€ me a + ¢ =28, f = 60° dhe y = 68 .
2. Zgjidhe trekéndéshin t€ dhéné€ me a — b = 8, a = 40° dhe = 30°.
3. Zgjidhe trekéndéshin t& dhéné me a = 5, b = 3 dhe y = 96°

4. Zgjidhe trekéndéshin t&€ dhéné me a =52, b = 39 dhe ¢ = 37.

5. Zgjidhe trekéndéshin t€ dhén€ me a = 19, b =17 dhe ¢ = 23.

6. Zgjidhe trekéndéshin ABC nése r = 5+/3, s —a = 5 dhe y = 60°.
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6.4. Zbatimi i teoremave né planimetri

Shumica e formulave né planimetri mund t€ vértetohen me ndihmén e
trigonometris€. N& vecanti me zbatimin e teoremés s€ sinusit dhe kosinusit.

Shembulli 1. Le t€ jené€ a, b, ¢ brinjét dhe a, f, y kéndet pérkatése te trekéndéshi

L _ a+b+c
2 2

ABC (figura 1). Me gjysméperimetri s = , syprina S dhe rrezja e vijés

rrethore t€ jashtashkruar R. Vérteto se

5):absmy:szmat:aCsm,B’ E:\/S(S—a)(s—b)(s—c) dhe R:f:l_lfJC'
2 2 2 4P

Spimeedrekén dpshiiod Bk eshXBCbarapaatémea £ = % , ursertparelaiadéshi

nuot ksl deiie(CABCVIBKu sin f = %‘ , iy, b asin P Hu regickukemisge nexa

g aCsin,B.
2

Nigjasicoe fivtohetaseexa P =

abSi”mhe S_szina
>

2 2

2
¢ -b udhe prej

. . . e a +
Prej teoremés sé€ kosinusit vijon se cos = o
ac

2
\/4azc2 —(a*+c”-b?
sin B=+/1-cos’ 8 = ( . Me zévendésim te formula syprinén

2ac

lgomiTHHA ce 1o0nBa
\/(2ac—(a2 +c’ —bz))(2a0+(a2 +c’ —bz))

S:a0sinﬂ:§ _
2 2 2ac
:i\/(b2 —(a—c)z)((a+c)2 —bz) =%\/(b—(a—c))(b+a—c)(a+c—b)(a+c+b)

Tani zévendésimeta + b=2s —c¢, a + ¢ =2s — b dhe b + ¢ = 25 — a fitohet

P =%\/24s(s—a)(s—b)(s—c) = s(s—a)(s-b)(s—c).

[Keté jeté cQisiendiar aryipinmngthate iy iashtasbkruaB Q& upBék (Hgurerd
ABOGERBBAEC-2 3B A Caxo2uesTkénad gendyomqikmpe peaiterikanbidrariasn €mjijte-
Ivberz bat koo eyleeareamisope M siawsBOCE CC166ahat

a’=R’+R*-2R-Rcos2a =2R*(1-cos2a) =

=2R? (sin2 o +cos’® o —cos’ o +sin® 0() =4R%sin’ a.

1 i .. ) 2 .
Domethéné R=—-——_.Prejku B = besin CITMI}BA $EeKa SinQ = —B, praMang
2 sina bc
R=20¢
48
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Figura 1

. : absi
Vérejtje. Nése te formula pér syprinén e trekéndéshit B= T ,

1 shprehim brinjét a dhe b prej teoremés sé€ sinusit, at€heré kemi
5o 2Rsm0(-2F\;sm,B~sm Y _5R2

sin arsin fsin .

Shembulli 2. Gjatésité e diagonaleve t€ njé paralelogrami (figura 2) jané 6¢cm
dhe 10cm, kurse gjatésia e njé brinje té€ tij €shté€ 7cm. Cakto kéndin e ngushté ndérmjet
diagonaleve t€ paralelogramit.

Le t& jené AC = 10cm, BD = 6¢m dhe prerja e diagonaleve éshté pika S (figura
2). Me zbatimin e teoremés s€ kosinusit pér AASD fitohet se

= % = —% . Prej kétu fitohet ¢ = 120°. Domethéné kéndi i ngushté éshté

180° —120° = 60°.

cos @

Figura 2

Shembulli 3. Gjatésité e bazave té trapezit ABCD (figura 3) jané 14cm
dhe 3cm, kurse gjatésit€ e krahéve jané 8cm dhe 7cm. Sa €shté syprina e
trapezit?

Népér pikén D térheqim drejtéz DE e cila &shté paralele me BC. Atéheré
AAED ka brinjé AE =a—b=11cm, AD = Tem, DE = 8cm. Me zbatimin e teoremés sé
121+49-64 106

2-7-11 154"

HycHaTa keopomsitcEitab@tiBa cos o = Lart&siné / e trapezit

do ta caktojmé prej AAED. Prej sin a:% kemi se h =7-sina=5,1cm.

1443

h .5,1=43,35cm?.

Syprina e trapezit €sht¢ B = AB ; AD.
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Figura 3

Detyra
1. Le t€ jené P,Q,R pika té njépasnjéshme te té cilat ndonjé drejtéz i pret,

pérkatésisht, brinjét BC, CA, AB (ose vazhdimet e tyre) t€ AABC. Atéheré

PB.OC .RA
PC QA RB

2. Prodhimi i diagonaleve té katérkéndéEshit kordiak €sht€ i1 barabart€ me
shumén e gjysméprodhimit té brinjéve t€ kundérta. (Teorema e Ptolomejt)

=1. (Teorema e Menelaut)

3. Perimetri i njé trekéndé&shi €shté 55c¢m, kurse dy kénde té tija jané
a=46°27 dhe B=63"15" . Sa éshté syprina e atij trekéndéshi?

4. Gjatésité e brinjéve té njé trekéndéshi jané numra té njépasnjéshém,
kurse kéndi mé i madh &shté dy heré mé i madh se kéndi mé 1 vogél. Cakto perimetrin
e trekéndéshit.

6.5. Zbatimi i teoremave né stereometri

Teorema e sinusit dhe kosinusit shfrytézohen gjaté zgjidhjes s€ detyrave nga
stereometria.

Shembulli 1. Baza e njé piramide (figura 1) &shté trekéndésh
barakrahas me krahun a dhe kéndin prané majés sé trekéndéshit a. Té gjitha
tehet anésore té piramidés formojné kénd S me rrafshin e bazés. Cakto
véllimin e piramidés.

Nése me S e shénojmé majén e piramidé€s, kurse me S’ prerjen e normaleve
té t€rhequra prej majés s€ bazés, at€heré trekéndéshat ASS’, BSS' dhe CSS’ jané té
puthitshém, pra. A4S’ = BS’ = CS’ prej ku pérfundojmé se S’ éshté qendra e
vijés rrethore té bazés s€ piramidé€s (figura 1). Prej teoremés s€ sinusit

a a a

R= — _
2sin(ﬂ_ ] 2sin(7z—j 2cos—
2 2
2 .
. L. . a
Lartésia e piramidés H =Rtg /3, syprina e bazés B= 521110!
2 .
e ZCosatgﬁ a3sinatgﬁ
2 — -
dhe V:BHzaS“w;Rtgﬂ: ) 2 _ 62
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Figura 1

Shembulli 2. Baza e paralelopipedit t€ drejté (figura 2) €shté paralelogram
me brinj€ a dhe b dhe kéndin e ngushté a. Diagonalja mé e vogél e paralelogramit
¢shté e barabarté me diagonalen mé té madhe t€ bazés. Cakto véllimin e
paralelopipedit.

Prej kushtit t& detyrés D, = d,. Baza e paralelopipedit €shté paralelogram
syprina e té cilés éshté S = ah = ab sin a. Pér lartésiné e paralelopipedit kemi

H®>=D’-d,pra d,”>=D=a’+b’—2abcos(r -« ), por

d\> = a*>+ b?> —2ab cos a (figura 2). Atéheré H? = 4ab cos a domethéné H = 2\/ab cos a.
Syprina e bazés €sht€ B = ab sin a, kurse véllimi Eshté V' = 2ab sin o/ ab cos a.

Figura 2

Shembulli 3. Eshté dhéné kubi (figura 3 a) ABCDA,B,C,D, me brinjé 1.
Gjeje largésiné prej 4 deri te drejt€éza DM ku M &shté mesi i tehut BB, .

Prej AABM kemi se W=VE2+W2 =‘/1+%=§. Ngjashém prej
AADD, kemi  AD, =2 ((fipuraBa).

Le t€ jet€ M, mesi i brinjés DD;. Atéheré trekéndéshi DM M éshté

I
kénddrejts, prakemi DM =DM, +MM~ = /%+2=%.
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Figura 3

Ngel ta gjejmé lartésiné te trekéndéshi AMD,. Pasi
DM <AM +AD, cvigayse adtrckéndsnhishigrkindogpohtdmientmame
2 2 2
AM +DM —AD, —L, prej ku vijon se sin&DlMA=i.
2-DM - AM J5 J5
5
2

cos XD,MA =

Prandaj, AH = AM -sin ACDIMA:i

NG

=1

Detyra

1. Baza e njé€ piramide (figura 4) &shté trekéndésh barabrinjés me brinjé Scm. Té
gjitha tehet anésore té piramidés formojné kénd 45° me rrafshin e bazés. Njehso
véllimin e piramidés.

Figura 4

2. Le t€ jet€ EABCD piramid€ me bazé paralelogram ABCD me brinjé 1 dhe
J3 dhe £BAD = 60°. Rréza e lartésisé &shté te prerja e diagonaleve t& bazés dhe vlen
AE =45+ 0,25 \/§ . Cakto véllimin e piramidés.

3. Te koni é&sht€ brendashkruar piramida SABC, me bazé ABC ashtu qé
AACB = 60° dhe AB = 2./3 . Lartésia e konit &shté 9. Cakto véllimin e konit.

4. Trupi né figurén 5 &shté pérfituar me largimin e qosheve prej kubit me teh
24 cm.

a) Njehso gjatésité e segmenteve PE dhe PR.
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b) Njehso kéndin PER.

Figura 5

5. Pér paralelopipedin te figura 6, X &sht€ mesi 1 segmentit EH dhe Y &shté
mesi 1 segmentit CD.

a) Njehso gjatésité e brinjéve té trekéndéshit AYX.

b) Njehso kéndin XAY .

¢) Njehso syprinén e trekéndéshit XAY .

Figura 6

6.6. Zbatimi i teoremave né mekaniké
dhe né jetén praktike

Teoremat prej trigonometris€é kan€ zbatim t€ gjeré né mekaniké dhe né
pérgjithési né€ jetén praktike. Do t&€ pérmendim disa shembu;.

Shembulli 1. Te pika A4 veprojné dy forca F;, = 6N dhe F, = 4N vektorét e
t€ ciléve formojné kéndin e 60°. Cakto vektorin sipas té cilit pika 4 do t& léviz
dhe madhésia e forcés e cila &shté rezultante. Cakto kéndin g€ rezultanta forcé e
formon me forcén F}.

Figura 1
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Pika A4 1éviz sipas rezultantés forcé e cila éshté diagonalja e paralelogramit 1
konstruktuar mbi vektorét F; dhe F, (figura 1). Prej paralelogramit ABCD me

ndihmén e teoremés sé kosinusit kemi .

[ =|AB[ +[BC| ~2[AB|[BC|cos120° dm.th. [F[ = 6>+ 4 —2-6-4-(—%) ~76.

Prandaj |F|= J76 =8, 7N . Akéndt gof prukantarforeieforman3mp dacsn Fifitohet
népérmjet teoremes s€ sinusit. Nése £BAC =g, atéheré kemi se
|BC|sin120°

=0.4 ; ~ 23930’
|AC| 0,4, prej ku = 23730".

sing =

Shembulli 2. Ta masim lart€siné e kodrés, vézhguesi bén dy matje té€ majés
té cilat jané né largési prej 900 metra. Matja e paré €shté kur prej tokés e mat kéndin
sipas té cilit shikohet maja dhe fiton 47°, kurse pér majén e dyté kemi 35°. Nése
supozojmé se pika matése €shté né lartési 2 metra prej tokés, cakto lart€sin€ e majés
(figura 2a).

Figura 2

Atéheré prej £4ABD 180° — 47° = 133° dhe 4BDA =180° — 133° — 35°=12°

- i 0
(figura 2 b). Prej teoremés sé€ sinusit fitohet se  AD = % =~3165,86m. Me
sin
zbatimin e pérkufizimit t€ teoremés s€ sinusit pér kéndin e ngushté kemi se sin35° =%

domethéng CD = ADsin35° =~ 1816m . Biuartisiza etk parisrasbiechho] 8 5=+ 281 B3A8M .

Shembulli 3. Sateliti artificial 1éviz né€ lartési / prej tokés sipas shtegut rrethor
rreth asaj (figura 3). Ka kaluar mbi pikén A4 e cila gjendet né toké dhe pas njé kohe
prej ¢ sekonda, éshté vérejtur nén kéndin a prej asaj pike né lidhje me sipérfagen e
toké&s. Cakto kohén e nevojshme pér nj€ rrotullim t& ploté té satelitit rreth tokeés.
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Nése me C e shénojmé gendrén e tokés, kurse me S pozitén e satelitit pér

AC
kohén t, atéheré prej AASC ce fitohet sin 24SC =g~ sin(90° + ). Pasi

AC =R,SC =R+h, aéhend sin £ASC = F:OS: . Koha e nevojshme pér njé
+
rrotullim té€ ploté rreth tokés fitohet prej formulés pér shpejtésing
2 2t 27t
w=—,T=—,praT= o
T 4 90° — o —aresin 2>
R+h
Figura 3

Detyra

1. Te pika A veprojné dy forca F; = 12N dhe F, = 18N vektorét e t€ ciléve
formojné kénd prej 25°. Cakto madhésiné e rezultantés forcés.

2. Drita te ndriguesit t€ anijes rrotullohet né kahen e shigjetave t€ orés me
shpejtési konstante prej nj€ rrotullimi né minuté. Rrezja bie né pikén e bregut qé éshté
366 metra prej anijes. Katér sekonda mé voné, drita bie né pikén 175 metra mé larg
prej bregut. Sa éshté larg bregu prej anijes?

3. Grupi 1 alpinistéve duke u shoqéruar prej peréndimit né largési prej 1250
metra prej rrézé€s s€ malit, kané matur se kéndi deri te maja e malit €shté 35°. Duke
arritur te rréza e malit, alpinistét kané matur se kéndi deri te maja €shté 48°. Sa metra
éshté lartésia e malit?

4. Dy aeroplan ngrihen nga aeroporti né t€ njé&jtén kohé dhe fluturojné dy oré.
Aeroplani A fluturon né drejtimin prej 165° me 385 km/h dhe aeroplani B fluturon né
drejtimin prej 250° me 410 km/h. N& ¢faré largésie njéri prej tjetrit do t€ jené pas
dy or&?

5. Né njé ané€ prej lumit jané€ shénuar dy pika 4 dhe B, té cilét jané né largési

120 m. Cakto larg€sin€ ndérmjet pikave C dhe D té anés s€ kundért t€ lumit, nése
ZBAC =70° £BAD = 40°, £4BD = 30° dhe £4BD = 41°.
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DETYRA PER PERSERITJE

1. Te AABC, BC = 2\/5, 4ABC = 30° dhe 4BCA = 45° Cakto gjatésiné e
simetrales sé £4BC.

2. Te AABC pér gjatésité e brinjéve vlen a — b = S5cm, ¢ = 7cm dhe

733

R= T3 cm. Cakto gjatésiné e brinjés a.
3. Gjatésia e vij€s s€ réndimit t€ térhequr prej kulmit 4 te AABC é&shté
t, = 15cm. Cakto gjatésiné e brinjés b, nése a = 16¢cm, ¢ = 11cm.

4. Gjatésité e brinjéve t€ nj€ paralelogrami jané 11cm dhe 6¢m, kurse njé kénd 1
paralelogramit éshté i barabarté me 112°. Sa éshté gjatésia e diagonales mé té shkurtér
té paralelogramit?

5. Cakto gjatésiné e simetrales s€ kéndit t€ baz€s te trekénd€shi barakrahas me
gjatési t€ krahut 15¢m dhe kéndin pérballé bazés prej 30°.

6. Cakto gjatésin€ e diagonales BD t¢€ trapezit ABCD nése brinjét e trapezit jané
AB=11cm, BC=4cm, CD = 5¢cm, DA = 4,5cm.

7. Cakto gjatésin€ e brinjés a te AABC, nése b =5, c =7 dhe
a = 60°.

8. Cakto syprinén e tokés s€ ndértimit t&€ dhéné te skica:

9. Njehso péraférsisht syprinén e ligenit, si shumé prej syprinave té
trekéndéshave té fituar. Shfrytézoi t& dhénat prej skicés:

10. Lopa &shté e lidhur me litar me gjatési
prej 100m. Kasollja ka formén e katrorit né pjesén
me ané 10 m. Pércaktoni sipérfaqen e seksionit té e
kullos€s q€ &shté treguar te figura, nése lopa
€shté lidhur pér njérin kénd prej kasolles.
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7.1. Koncepti pér vektor né hapésiré

Né matematiké, né fiziké dhe né shkencat e tjera natyrore hasim me madhési té
cilat plotésisht jané pércaktuar me numrin e tyre matés, gjaté njésis€ matése té
zgjedhur. Té atilla jan€é madhésité: gjaté€sia e segmentit, syprina e figurés
gjeometrike, masa e trupit fizik, temperatura, koha etj. K&to madhé&si quhen madhési
skalare ose shkurtimisht, skalar.

Pérve¢ madhésive skalare hasim edhe madhési té atilla t€ cilat jané plotésisht t&
pércaktuara vetém me numrin e tyre matés. T¢ atilla jané pér shembull, madhé&sité:
forca, shpejtésia, nxitimi, forca e fushés magnetike e t&€ tjera. Pér pércaktimin e tyre
pérvec numrit matés duhet t’i dimé drejtimin dhe kahen e tyre. Kéto madhési &shté
konstatuar t€ quhen madhési vektoriale ose shkurtimisht, vektor.

Me madhésité skalare, pasi ato jané plotésisht t€ pércaktuara vet€ém me numrat
realé, do t& llogarisim si numra realé¢. Megjithaté, operacionet vet€tm me numrat
realé, do t& llogarisim si numra realé¢. Megjithaté operacionet me madhésité
vektoriale do t’1 pérkufizojmé né€ vecanti. Operacionet mbi madhésité vektoriale do
té kené veti analoge me vetité e operacioneve pérkatése t€ numrave realé.

Vektor €shté segment i orientuar, mé sakté€ segment nj€ piké e skajshme e té cilit
llogaritet si e fillimit, kurse tjetra pér mbarim t€ vektorit. Vektori me piké t€ fillimit né
pikén 4 dhe mbarimi te pika B shénohet me AB (figura 1) dhe quhet vektor i
lidhur (pér pikén A). Vektorét i shénojmé me shkronjat e vogla t€ alfabetit latin:
a, b, c..

Figura 1

Cdo vektor karakterizohet me gjatésiné, drejtimin dhe kahen e tij. Gjatésia ose

moduli i vektorit AB &shté gjatésia e segmentit 4B, dhe shkruajmé |E|=
drejtimi i vektorit &shté pércaktuar me drejtézén te e cila shtrihet vektori, ndérsa
kahja e vektorit éshté orientimi prej pikés sé€ fillimit kah pika e mbarimit.

Nése pikat 4 dhe B puthiten, atéheré vektorin 4B e quajmé vektor zero,
dhe shkruajmé AB =0. Qarté, vektor zero ka gjatéso zero pérkatésisht |0| = 0.

Pér vektorét jozero AB dhe CD themi se jané kolinear nése drejtézat AB dhe
CD jané paralele ose puthiten. Pér vektorin zero do té€ llogarisim se €shté kolinear
me ¢do vektor.

Shembulli 1. Té& VertetOJme se pikat 4, B dhe C jané kolineare né€se dhe vetém
nése vektorét AB dhe AC ] jané kolinear.

Nése pikat 4, B dhe C jané kolinear, atéher€ ato shtrihen te ndonjé drejtéz p, pra
vektorét AB dhe AC shtrihen né drejtézén p, pérkatésisht ato jané kolineare.
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Anasjelltas, nése vektorét AB dhe AC jané kolinear, atéheré drejtézat 4B dhe
AC jané paralele. Por, ato kané piké t€ pérbashkét 4, q€ do té thoté se puthiten, prej ku
vijon se pikat 4, B dhe C jané kolineare.

Pér dy vektor kolinear E dhe 5 té cilét shtrihen né drejtézén e njéjté, themi
se kané kahe té njéjté, nése segmentet AC dhe BD nuk priten (figura 2a)).

Nése vektorét 4B dhe CD D shtrihen né drejtézén e njéjté dhe nése ekziston vektor MN i
cili ka kahe t€ njéjt€ me 4B dhe me CD, até€heré pér vektorét AB dhe CD themi se kané
kahe t€ njéjté (figura 2b). Pér dy vektor kolinear, t€ cilét nuk kané kahe té njéjté, themi
se kané kahe té kundérta.

Figura 2

Pér dy vektor themi se jané€ té barabarté, nése ato jan€ kolinear, kané kahe té
nj&jt€ dhe kané gjatési t€ barabarté (intenzitet).

Nése a = IE atéheré vektori BA quhet i kundért i a dhe shénohet me a.

Le t& jet¢é a c¢farédo vektor dhe P é&shté pika e fillimit né
hapgsiré. Sipas pérkufizimit pér barazi t& vektoréve ekziston vektor t& vetém t&
lidhur PQ té barabart¢ me vektorin a. Me flalé t€ tjera, pér ¢do vektor pika e
fillimit mund t€ zgjidhet ¢farédo, prandaj vektorét i shqyrtojmé me saktési deri
te pozita e tyre. Domethéné mundemi té llogarisim se vektori “zhvendoset™ (né
ményré translatore) né hapésiré pa e ndryshuar madhésiné e tij, drejtimin dhe kahen.
Késhtu me vektor do t&€ nénkuptojmé vektoré té liré, nése ndryshe nuk éshté theksuar.

Shembulli 2. Te katrori ABCD me qender né pikén O (figura 3) jané

—_— s — —— —— —>

paraqitur vektorét OA4, OB, OC, OD, AB, BC, DC dhe AD.

Figura 3

Ndérmjet veti t€ barabarté jané kéto vektoré ¢ift AB = DC dhe AD = BC.

Detyra
1. Le té jené O, A dhe B tri pika té ndryshme. Nése pika O éshté mesi i segmentit

AB, atéheré OA = BO. Vérteto!
2. Le té jet€ ABC trekéndésh 1 dhéné dhe le t€ jené M, N dhe P meset e brinjéve
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AB, BC dhe CA, pérkatésisht. E sakté éshté se:

a) PC = AP; b) AP = MB; ¢) MA=NB;

¢) NC = MP; d) CN=BN?

3. Leté Jete dhéné drejtkemleshl ABCD dlagonalet e té cilit priten n€ pikén O dhe
le t€ jené AB = a BO = b DA = C CD =d. Cilét prej kétyre gjykimeve jané té sakté:

a) CB=c; b) BC =c; €) OD =b; ¢) CD=a;

d) DC =3; dh) AO =d; e) AD=c?

4. Le té€ jeté dhene katrorl ABCD dlagonalet e té cilit prlten né plken 0

—

ClletpreJ vektoréve: AB = a BC = b, DC = C DA = d, AO = m BO = n oC = p,
DO = q jané t€ barabarté ndérmjet veti?

7.2. Mbledhja e vektoréve
Né bashkésiné e vektoréve té liré do té pérkufizojmé operacionin e
mbledhjes s€ vektoréve me veti analoge té vetive t€ operacionit mbledhje té

numrave real.

Mbledhja e vekrtoréve

Le t€ jené O, A dhe B tri ¢farédo pika n€ hapésiré. Vektori i lidhur OB quhet
shumé e vektoréve té lidhur OA4 dhe _1)43 shk_I:uajmé OB =04 + AB.
Le t€ jené dhéné vektorét a dhe b (figura 1). Pér ta caktuar shumén e tyre,
veprojmé né két€ ményre:
e Zgjedhim ¢farédo pike O né hapésiré.
e E konstruktojmé vektorin O—A) - a.
e Duke e marr pikén 4 si piké fillestare, e konstruktojmé vektori AB = b.

Vektori OB = ¢ quhet shuma e vektoréve a dhe E’ té quajtur mbledhés, dhe
shkruajmé ¢ = a + b.

Figura 1

Meényra sipér e parashtruar pér mbledhjen e dy vektoréve quhet rregulla e
treshit. Né vazhdim do t€ studiojmé rregullén e paralelogramit pér mbledhjen e dy
vektoréve.

Le té jené dhéné vektorét a dhe b. Pér ta caktuar shumén e tyre shkruajmé
né kété ményre:
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e Zgjedhim cfarédo pike O né hapésiré.

o I konstruktojmé vektorét O4 = a dhe OB = b.

e Népér pikén 4 konstruktojmé drejtéz paralele me drejtézéna OB, por népér
pikén B konstruktojmé drejtéz paralele me drejtézén OA. Piképrerjen e drejtézave té
fituara e shénojmé me C (figura 2).

Vektori OC =¢ quhet shuma e vektoréve a dhe b.

Figura 2

Nése vektorét ;1 dhe b jané€ kolineare, atéheré t€ mundshme jané kéto dy raste:
a) Vektorét a dhe b kané kahe t€ njéjté (figura 3a). At€heré shuma a + b dhe
kahen sikurse vektorét a dhe b, kurse pér modulin vlen barazimi ka drejtimin

la+b|=a|+|b]

Figura 3

b) Vektorét a dhe b kané kahe t& kundérta (figura 3b). Atéheré shuma ka drejtim
sikurse vektorét a dhe b, kahja e vektoréve me modul mé té madh, por pér modulin vlen

barazimi T BaXKU PaBEHC
la+bl=lal-[b].

Vetité e operacionit mbledhje té vektoréve

Ta shénojmé me V bashkésiné e vektoréve té liré. Do t& parashikojmé disa veti
té operacionit mbledhje té vektoréve té cilét dalin prej vet pérkufizimit.

1. Pér ¢farédo dy vektor Z, beV vlena+beV.

Vetia vijon drejtpérdrejt prej pérkufizimit té operacionit t& vektoréve dhe e
shpreh faktin se shuma prej dy vektoréve éshté vektor.
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2. Pér ¢farédo tre vektoré a, b, eV pebem (é+ B) +C=a+ (6 + E)

Vetia e tregon faktin se operacioni mbledhje ¢ vektoréve &shté asociative. Me t&
vérteté, nése OA = a, AB = b dhe BC = c, atéheré prej rregullés sé trekéndéshit kemi
(figura 4).

Figura 4

(a+b)+c=(0OA+AB)+BC =0B +BC =0C, dhe
5+(B+E):5ﬂ+(ﬁﬁ+§5):6ﬂ+ﬂéz5ﬁ
3. Pér ¢do vektor a € Vdhe pér vektorin zero Ovlena+0=0+a=a.
Me té vérteté, nése AB = a, atéheré gjykimi vijon prej barazimit
a+0=AB+BB=AB=a dhe 0+a=AA+AB=AB=a
4. Pér ¢do vektor acV whawm a+ (—5) = (—a)l a=0.
Vetia tregon se ¢farédo vektor a i mbledhur me vektorin e tij t€ kundért —a

e jep vektorin zero.
5. Pér ¢farédo dy vektor ¢, beV paem a+b=b+a.

Figura 5

Vetia e tregon faktin se operacioni mbledhje e vektoréve €shté komutative
(figura 5). N& t& vérteté, nése 04, BC = a dhe OB, AC = b, atéheré

a+b=0A+AC=0C dhar b+a=0B+BC=0C.

Asociativiteti dhe Komutativiteti i operacionit mbledhje t€ vektoréve lejojné
gjat€ mbledhjes sé vektoréve:

e operacionet e shénuara t’1 realizojmé né ¢farédo renditje,

e shumé vektor t€ zévendésohen me shumén e tyre ose njé vektor t€ zévendésohet
me shumén e tij

ShenihpsiliidpPér3pfosidnn b, eV saem a+(b+c)=c+(b+a).
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Asociativiteti dhe komutativitetin 1 operacionit mbledhje té€ vektoréve,
kemia+(B+c)=(a+b)+c=c+(a+b)y=c+(b+a).

Me zbatimin e shuméfishté t&€ rregullés sé trekéndéshit mund t&€ gjendet vektor
shumé i ¢do numri té fundshém t€ vektoréve.

Shembulli 2. Q¢ ta caktojmé shumén e vektoréve ;1, 52, c?3, a: dhe ;5, sé pari

i mbledhim vektorét a; dhe a. Le t& jeté O cfarédo piké dhe le té jeté OAi =a, dhe
AA =a, (figura 6). Atéheré kemi se OA =a, +a,.
Nése prej pikés sé skajshme A, té vektorit _OAj me bartjen e vektorit A/A = aj
kemi
OA, =(a +a,)+a,
MG tutje, nése prej pikés A, e bartim vektorin A/A, =a, kemi
OA, =((a +a,)+a)+a,.
Né fund e konstruktojmé vektorin ~ A,A = ai dhe e fitojmé shumén

OA, =(((a, +a,)+a,) +a,) +a;.

Figura 6

Detyra
1. Le té jet¢ ABCDEF gjashtékéndésh me gendér né pikén O. Cakto shumén e
vektoréve (ﬁ, (ﬁ, OC dhe OD.

2. Le té jet€¢ ABCD paralelogram dhe le té jeté S prerja e diagonaleve té tij.
Thjeshto shprehjet:

a) (§5+§A)+§6; b) (KE§+5§)+§A;

g) DS +(SA+BC); ¢) (DS +BC)+(SA+ AB).

3. Eshté dhéné gjashtékéndéshi i rregullt ABCDEF. Shprehi vektorét BC,
C—D, ED dhe FE népérmjet vektoréve a=ABdheb=AF.

4. Jané dhéné dy vektor jozero a dhe b. Konstruktoi vektorét:

a)a+h; B (a+b  w(b+a ) (a+Eh;  m)-@+h).

5. Le t& jené dhéné dy vektor a dhe b & cilét nuk jané kolinear. Konstrukto
vektorin E, ashtu qé (5+E)+E:6.
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6. Le t& jeté ABCD drejtkéndésh. Nése A4C =a, DC =b, BC =c, i konstruktojmé
vektorét

a) a+(—c); b) a+(-b); ¢) b+(-a); ¢) c+(-b).

7.3. Zbritja e vektoréve

Né bashkésiné e vektoréve do t€ fusim operacion té ri q€ &shté invers i
operacionit mbledhje t€ vektoréve. Né ményré analoge, sikurse te numrat realé,
operacioni invers 1 operacionit m bledhje, do ta quajmé zbritje .
Le té jené dhéné vektorét a dhe b. l\fdryshimi i vektorit @ me vectorin b quhet
vektori ¢ ashtu qé a=b+ Z, dhe shkruhet

c=a-b.

Figura 1

Vektori a éshté i zbritshmi, kurse vektori b &shté zbritési.

Prej paralelogramit OABC te figura 1 mund té pércaktohet edhe shuma a+ b dhe
ndryshimi a — b i vektoréve a dhe b. Me té vérteté prej b+ CA=OC+ CA =04 =a
fitohet se

a-b=CA

Oepacinjunazblisisramekiordectiopin seelimort hidhgesme ppeaacioniiepablaiihis.
Ré0igsénishld pénshkalpddnseontiaitatinche ko roMgtiyitesifocroperagiopaimybiedboe,
kempame, nmame

b+(a+(-b)=b+((-b)+a))=(b+(-b))+a=0+a=a
prej ku vijon se

a+(-by=a-b.
Prandaj, ndryshimi i vektorit a me vektorin b &shté i barabarté me shumén e vektorit
me vektorin —b (vektori i kundért i vektorit 5 ).

Prej diskutimit t€ sipérm vijon se te njé barazim vektorial mund té caktohen
anétarét e barazimit t’i bartim prej njérés an€ né tjetrén, pa u prish barazimi, njéjté
sikurse te barazimet me numra realé.

Shembulli 1. Prej barazimit vektorial @ + b = ¢ i fitojmé barazimet
ekuivalente a =c - b dhe b=c —a.

Shembulli 2. Eshté dhéné g]ashtekendeshl i rregullt A1A2A3A4A5A6 Shpreh1
vektorét A,As, A3A4, AsAs dhe A5A6 népérmjet vektoréve a = 1A2 dhe b = A()Al
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Drejtpérdrejt pérfundojmé se
AA =—AA, =-a uhe | AA =-AA =-b.

Pasi @ = ﬁ =b dhe @ = m =a, prej trekéndéshit  OA A, vvame
se  OA +AA =0A, (rregulla e trekéndéshit), pérkatésisht b+ A A =a. Prej kétu
fitojmé se a

AA =a-b.
Né ményré té€ ngjashme prej trekéndéshit OA A, vijon se

AA =b-a

Detyra
1. Le té jené dhéné vektorét a dhe b. Konstrukto vektorét

a) a+b; b) a-b; b - a; ¢)—a—b.

2. Nése a dhe b jané vektor reciprokisht normal dhe | a |= 6 dhe | b | = 8, njehso
|a+b| dher |a-b].

3. Zgjidhi barazimet vektoriale

a) §+;—H=§+€; b) a-x=c-b+a.
4. Le té jet€ ABCD paralelogranoi dhéné dhe le té jeté S prerja e diagonaleve

té tij. Shprehi vektorét 4B, BC, CD dhe DA népérmjet vektoréve a = S4 dhe
b=SB.

7.4. Shumeézimi i vektorit me skalar

TS S H e N B U ST AT SR HHA ORISR ORI AAC kI ffy IR flEe
JARHr B M OESETRORO I QRS SR URIME HSPRNR HARGIGHA MFoetbe Ha

BEKTOp CO C auap.
Le té jeté a vektor i dhéné dhe p skalar i dhéné.

Prodhimi 1 vektorit @ me skalarin p quhet vektori & = pa 1 cili €shté kolinear
me vektorin a, ¢ ka gjatésiné | p || @ |, kahe té njéjté sikurse vektori a, nése p > 0,

kurse kahja e kundért nése p < 0. Nése p = 0 ose a = 0, atéheré pc; =0.

. . .. 1 a
Herési i vektorit a me skalarin jozero p quhet vektori > a, shkruhet R

Drejtpérdrejt prej pérkufizimeve té sipérme vijon se pér ¢do vektor a#0

vektori ag = -4 &shté vektor njési me drejtim dhe kahe té njéjté sikurse edhe vektori a.
|al

Prandaj, kemi se a =| a | a:.

Do t€ pérmendim disa veti t€ operacionit shumézim té vektorit me skalar.
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1. Pér ¢cdo numér real p dhe ¢do aeV vlen pé e V.

Vetia vijon drejtpérdrejt prej pérkufizimit té operacionit shumézim té vektorit
me skalar.

2.Pérc¢do aeV dhe numér real 1 vlen la=a.

Vetia vijon prej pérkufizimit t€ operacionit t€ vektorit me skalar.

3. Pér ¢do numra realé p dhe q dhe ¢do aeV vlen
p(da) = (pa)a = q(pa).
Vetia e sipérme parashikon se vektori shumézohet me prodhim té skalaréve kur
do t€ shumézohet me njérin prej skalaréve, kurse pastaj me tjetrin.
4. Pér ¢do numra realé p dhe ¢ dhe ¢doa € V. vlen
(p+Q)a= pa+gqa.
Vetia e sipérme tregon se vektori shumézohet me shumén prej skalaréve kur do té
shumézohet me ¢donjérin prej skalaréve, kurse pastaj vektorét e fituar do t€ mblidhen.
5. Pér ¢do numra realé p dhe ¢do a,beV vlen p(a + 6) = p<71+ pB.

Sipas vetis€ s€ sipérme shuma prej dy vektoréve shumézohet me skalar kur do
té shumézohet ¢do vektor me skalar, kurse pastaj vektorét e fituar do t€ mblidhen.

Shembulli 1. Shuma e dy skalaréve shumézohet me shumén e dy vektoréve
sikurse shumézoheshin binom me binom.

(p+Qq)@a+b)=p@+b)+qa+b)=(vetia 4)
= pa+ p6+qa+q5. (vetia 5)

Shembulli 2. Pér t’u konstruktuar vektorét:

. b B 3

a) 3a; b) ——; c) 4a+—; ———b.
) ) 3 ) > ¢) 3

Sipas pérkufizimit pér shumézimin e vektorit me skalar, vektorét 35, 4a dhe

—

— — —

2a . . .o - .
—? jané kolinear me vektorin @, kurse vektorét g, —% dhe -b jané kolinear

me vektorin b (figura 1).

Figura 1
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Shembulli 3. Le té€ jet¢ dhéné trekéndéshi ABC. Nése pikat A, B, dhe C, jané
meset e brinjéve BC, CA dhe AB, pérkatésisht, atéheré KA ﬁBl ﬁCl =0.

Prej barazimit

m&m%, ﬁgzgm% dhe 6@:@%
fitojmé se
m+s—a+c—qzm+ﬁ+mw:m§za+a:a
Detyra B
1. Zgjidh ¢farédo vektor a dhe konstruktoi vektorét:
W4 b)-sa 0 2 928 a)\Ba

3

2. Zgjidh dy vektor a dhe b t& cilét nuk jang kolinear dhe konstrukto vektorét:

— —

a) 3a+2b; b) 45—%; ) —%+25; ) a—+/3b.

3. Zgjidh katér vektor ;z, l;, ¢ dhe d dhe konstruktoi vektorét:

a) a—4b+(2c—3d); b) 4a+3(2b-5c); ¢) b—(a+3d)-2c.
4. Thjeshtoi shprehjet
a) 2(a—-b)+4(3a—b)+5(a+2b); b) 3(a+4b+7¢c)+3b+3(2a-5b+c).

5. Zgjidhe baraziminavekpasial sipas té panjohurés x:

a) 4x—2a+6b=2(a+b)+x; b) 3(a+X)—4b+2a-3x=5@-b+X).

6. Le té jené pikat 4, B, C dhe D cfarédo pika dhe le t&€ jené M dhe N meset e
segmenteve AB dhe CD, pérkatésisht. Vérteto se

2MN = AC + BD = AD + BC.

7.5. Pjesétimi i vektoréve kolinear

Herési i dy vektoréve kolinear &shté herési i moduleve té tyre, t&
marré me shenjén pozitive, nése vektorét kané kahe té njéjté, dhe me®shenjén
negative nése vektorét kané kahe té kundérta. M¢é preciz, nése vektorét a; dhe a,

(é; #0 ) jan€ kolinear, atéheré herési i tyre pérkufizohet sikurse

a, |a,| . Ll o —
:I:Q, pprikatmatéiagojs g a, dhe a,, dhe
a [a|

a, _ lal| . L = —
:‘:—%, npér dehertépkindécaié na, dhe a,.
a2 a2

Drejtpérdrejt prej pérkufizimit vijon se nése vektorét 51 dhe aj (aﬁ2 £0 )
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jané kolinear, at€heré

5; :| by a,, pér kahe té njéjté té a dhe a2 , dhe

a2
a :_||—‘|a pér kahe t& kuindért t& a, dhe a,.
2

Me fjalé té tjera, nése vektorét 51 dhe aj (aﬁ2 ) ) jané kolinear, atéheré
ekziston skalar p ashtu qé

a, = pa,.

Diskutimi 1 sipérm mundé€son analizé té bashkésisé sé zgjidhjeve té
barazimit

pa+qb=0

ku a dhe b jané vektor t€ dhéné, kurse p dhe g jané ¢farédo skalar.

Vérejmé se barazimi gjithmoné &shté i mundshém, pasi pér p = 0 dhe g = 0
kemi Oz + 06 = 0 + 0 = 0. Domethéné, (;lf'[l i skalaréve (0, 0) éshté zgjidhje triviale e
barazimit pér ¢do zgjedhje t& vektoréve a dhe b. Parashtrohet pyetja se a ekzistojné
skalar p dhe g prej té ciléve t&é paktén njéri té jeté i ndryshém prej zeros ashtu qé
vektori pa + ¢b té jeté 1 barabarté me vektorin zero. Pérgjigja me siguri nuk varet prej
zgjedhjes sé vektoréve a dhe b:

o Nése a = b = 0, ¢do ¢ift i renditur (p, q9) € R? e kénaq barazimin, pra do té
thoté R? éshté bashkésia e zgjidhjeve té barazimit.

o Nése té barazimit a = 0, b # 0 kemi se {(p, 0) | p € R} &shté bashkésia e
zgjidhjeve té barazimit.

o Nése vektorét a # 0, b # 0 jané kolinear, atéheré a = kb, pér ndonjé skalar .
Né kété rast barazimi €shté ekuivalent me barazimin (kp + q)l; = 0. Bashkésia e
zgjidhjeve {(p, —kp) | p € R} fitohet prej barazimit skalar kp + ¢ = 0, e cila patJeter té
jeté 1 kénaqur vektori (kp + q)b 1 barabart€ me vektorin zero né€ pajtim me supozimin b#0.

e Nése vektorét a # 0, b # 0 nuk jané kolinear, zgjidhja triviale (0, 0) &shté

zgjidhje e vetme e barazimit. Supozimi pér ekzistimin e zgjidhjes jotriviale (p, ¢) ku pa

humbur nga pérgjithésia, p.sh. p # 0 térheq saktésin€ e barazimit a+-Lb=0 ose

q
- q - p
a=-— 3 b qé 1 kundérshton supozimit se vektorét nuk jané kolinear.

Shembull 1. Vértetimi se piképrerja e diagonaleve te ¢do paralelogramit €shté
mesi 1 tyre.
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Le t€ jet¢ ABCD paralelogram dhe le t€ jet€ S piképrerjae
diagonaéleve té tij (figura 1).
Vektori AS &shté kolinear me vektorin AC = AB + /-\—D, pra
AS =A(AB+AD), pér ndonjé sklalar X .
Ngjashém, vektori BS &shté kolinear me vektorin BD = AD — AB, pra kemi
BS = H(E - ﬁ), pér ndonjé sklalar p.
Prej AB = AS + SB, kemi se (A+p —l)ATBT+ (M- u)A_D; 0. Vektorét AB
dhet AD nuk jané kolinear, pra, pasiA +p —1=0 dhe A —p = 0, prejku

.. 1
jon A=p=—.
Vi H=7
Figura 1
Detyra
1. Vektorét a dhe b le t& mos jené kolinear. Cakto skalarét x dhe y, nése
a) (X+Y)a+(Xx—y—6b=0; B) (3x+ y)(@+b)=(x—-1)a—(x+y->5)b.

2. Vektorét a dhe b le t& mos jené kolinear. Pér cilén vleré t€ parametrit p
vektorét ¢ = (p — Da + b dhe d = (2 + 3 p)a — 2b jané kolinear?
3. Le té jeté ABCD paralelogram dhe le t€ jet€ N mesi 1 brinjés 4B, kurse M &shté

mesi i brinjés 4D. Shprehe vektorin AT népérmjet vektorév e a = AB dhe
b = AD, nése T éshté piképrerja e drejtézave MB dhe ND.

7.6. Koordinatat e vektorit

Deri tani vektorét 1 japim grafikisht me ndihmén e segmenteve té orientuara.
Futja e ményrés koordinative t€ dhénies s€ vektoréve &€shté baza pér shfrytézimin e
qasjes algjebrike né zgjidhjen e detyrave gjeometrike.

Figura 1
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N& hapésir€ le t& jené dhéné tre vektoré reciprokisht normalé i, i, ] dhe & te
atllle qe | i|= | J = k |= 1, dhe pika e fiksuar O. I konstruktojmé vektorét OX = A
oY = j dhe 0Z =k cdonjéra prej drejtézave OX, OY dhe OZ e zgjedhim kahen
pozitive té vektoréve ;,] dhe k pérkatésisht (figura 1). Drejtézat e fituara i quajmé
boshtet koordinative, drejtéza quhet boshti x ose abshisa, e dyta boshti y ose
ordinata, kurse e treta boshti z ose aplikata. T¢€ tre rrafshet t& pércaktuar me ciftet
e boshteve xy, yz dhe xz quhen rrafshet koordinative.

Te té tre boshtet numerike pér njési mase pér gjatési e zgjedhim gjatésiné e
vektorit koordinativ. Pér kété shkak vektorét koordinativ i quajmé edhe vektor
njési.

Me zgjedhjen e pikés O dhe vektorét ;,} dhe k kemi zgjedhur sistemi

kénddrejté koordinativ té Dekartit, t& cilig do ta shénojmé me (O;i, j, k). Pika O
quhet fillimi koordinativ, kurse vektorét i, j dhe k& koordinatat e vektoréve.

Le té jeté a cfarédo vektor né hapésiré dhe le té jeté O4 = a (figura
2). Népér pikén A térheqim drejtéz paralele me boshtin z, dhe me B e
shénojmé prerjen e késaj drejtéze me rrafshin xy. Népér pikén B térheqim
drejtéza paralele me boshtet x dhe boshtin y, dhe piképrerjet e tyre me boshtin
» dhe boshtin x 1 shénojmé me A4, dhe A, pérkatésisht. Né fund, népér pikén
A térheqim drejtéz paralele me drejtézén OB dhe prerja e tyre me boshtin
z ¢ shénojm€ me 4, (figura 2).

Figura 2

Prej pérkufizimit t€ mbledhjes s€ vektoréve kemi
a=0B+O0A, dhe OB=0A, +OA,
prej ku vijon se
5 —OA, +OA +OA..
Pasi vektorét GAX dhe i jané kolineare, ekziston numér real a, t& atille OA, =a,i.
Ngjashém, ekzistojné€ numra real€ a, dhe a. t€ atillé qé 6& = ay] dhe 6,5\ =3, k.

Ashtu, e fitojmé zbérthimin
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a=a,i+a,j+ak
t& vektorit a nipéryjed Mektnréverkaord Katpv T, ] dhe k.

Koeficientét te zbérthimi i vektorit t& dhéné a quhen koordinatat vektorit né

- = =

lidhje me sistemin koordinativ (O;i, j, k). Shénimi
a: (ax’ay’az)

ésht€ paraqitja koordinative e vektorit a. Poashtu a, quhet koordinata e paré,
a, koordinata e dyté a,, por a. quhet koordinata e treté e vektorit a.

Paragqitjet koordinative t& vektoréve njési jané
i=(1,0,0), j =(0,1,0) dhe k = (0,0,

nonerarse pinmeltazexrepossien 0 = (0,0,0).

Hpermbplli 1. Béaktopor a=3i-2j+5k kakoordinata a,=3, a=-2dhe

a, =5, por vektori 5=%—% ka koordinata b :%, b, =0 dhe b, :—%.

X

Treshja e renditur (3, -2, 5) éshté paraqitja koordinative e vektorit

- 1 3 -
a, Jomesea (5’0’_Zj éshté paragitja koordinativ e vektorit b. (figura 3)

Figura 3 Figura 4
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ITogpbjerevmench oy (1, —2,%] dhe (-3,0,1) jané paraqitja koordinative e

vektoréve 6:T—2T+%R dhe c?pérkatésisht. Te figura 4 vektorét ¢ dhe c?jané

paraqitur gjeometrikisht né sistemin koordinativ (O;i, j, k).
Detyra

1. Shkruaj paraqitjet koordinative t€ vektoréve:

a)a=-2i+j-K; b)a=-3i+4j+3k; ca=i-k; €) a=]+6kK.
2. Zbérthej vektorét

a) a=(7,-3,5) b) a = (4,-2,0) ) a=(-1,0,5) r) a=(0,1,0)
sipas vektoréve koordinativ.

3. N¢ sistemin koordinativ (O;E I,IZ) konstrukto vektorét:
a)a=i—j+k B)a=-2i+3] e)a=j+2k q) a=i+4k.
4. Konstrukto vektorét:

a) a=(2,4,1); b)a=(3,—2,—§); ®) a=(-4,3,0);, ¥ a=(0,1,-5).

7.7. Operacionet me vektorét né formén koordinative

Le & jené dhéné vektorét a=(a,, a,,a,) dhe b= (b,,b,,b,). Atéheré pre;
5=axf+ay]+azﬁ dhe 5=bXT+by]+bZR
kemi se
atb=(a,i+a, j+a,k)x(bi+b, j+bk)=(a tb)i+(a,xb)]+(a, b))k
pérkatésisht
atb=(a tb,a, tb,a, th).

Prandaj, ¢do koordinaté e shumés s€ dy vektoréve €shté e barabarté me shumén
e koordinatave pérkatése t€ vektoréve, kurse ¢do koordinaté e ndryshimit t€ njé
vektori me tjetér &shté e barabart€ me ndryshimin e koordinatave pérkatése té
vektoréve.

SHpmbd}i 1. Mase a = (1,4,—2) dhe b =(-1,3,0), atéheré paraqitja koordinative
e shumés a + b dhe ndryshimi a—b jané, pérkatésisht,

a+b=(1,4,-2)+(=1,3,0) = (1+(=1),4+3,-2+0) = (0,7,-2),
a-b=(1,4,-2)-(-1,3,0)=(1-(~1),4-3,-2-0) = (2,1,-2).
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Hexté jetiadhingexapot a =(a,,a,,a,) dhe le & jeté & cfarédo skalar. Atéheré
prej zbérthimit ~ a=a,i+a j+a,k gejmése
ra=M1a,i+a, J+a,k)=1ra,i+Aa, j+Aak
pérkatésisht
ra= (xax,kay,Xaz).

Domethéné, ¢do koordinaté e prodhimit té€ njé vektori me skalar €shté i
barabarté me prodhimin e koordinatés pérkatése t& vektorit me skalarin e dhéné.

Shigpmbudji 2. ¥so a= (2,-1,0), atéheré paraqitja koordinative e vektoréve 3a, —2a

dhe 1 %5 jané pérkatése

3a=3(2,-1,0)=(3-2,3-(=1),3-0) = (6,-3,0)
—2a=-2(2,-1,0)=(=2-2,(=2) - (~1),(~2)-0) = (4,2, 0)

lazl(z’_l’())z 1.231.(_1)’1.0 - g,_l,() .
33 3 3 3 33

Pérfundimet e fituara pér mbledhje t€ dy vektoréve dhe shumézimi i vektorit me
skalar, kur vektorét jané dhéné€ me koordinatat e veta mund té pérgjithésohet né€ shumé
vektor t€ fundshém.

Nése &, = (P, 0, 6)s & = (PysGysFy)sees @y = (P s T Caniialhiing vekkoxiidhe

M Ayseees by i@ BRHIACKAABHE ToM3HEr8erslaper 1,2, + 1,8, +...+ 1,8, uka Koop-
koordinata
AP +2, Py +o A PGLAG F A0, o A G A L AL AL

Shembulli 3. Nése a, =(1,0,—1), a, =(0,3,0), a, =(0,0,—2) dhe a, = (-2,0,0),
atéheré koordinatat e vektoréve 251' + 35; - 4aﬁ3 dhe 251 + aj - aj - 354;, pérkatésisht
jané

2a,+3a, —4a, = (2:1-3-0-4-0,2-0+3-3-4-0,2- (1) +3-0-4-(-2) = (2,9,6)

2a +a, —a, —3a,,=(8,3,0).

Detyra
1. Gjeji koordinatat e shumés sé vektoréve a, dhe a,, akse

a) 3 =(,L-Ddea,=(2,-51); ) a=(-1-37)drea, =(4,9,-2).
2. Shkruaj koordinatat e ndryshimit t& vektoréve a; dhe a5, nése:
a) a =(-4,1,7)dea, =(2,-5,-3);  b) a =(6,-10)aea, =(4,-5,3).

3. Jané dhéné vektorét  a, =(0,-3,2)dhe a, =(1,-3,~1). Gjeji koordinatat e
vektoréve

a) 2a, -3a,; b) —3a +a,; ¢) 4a, -a,.
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4. Pémesiupite a = (0,0,—4), a =(3,-4,-3), a =(-13,0) dhe 5;=(0,—2,1),
shkruaj koordinatat e Vektoreve
a) 2a,-a, +3a,; b) a,—3a,+2a,; ¢) 48, +a, -3, -a,

7.8. Ndarja e segmenti né raport té dhéné

NE& hapésiré le té jeté zg_]edhur sistemi kénddrejté 1 Dekartit (O,z,] k) dhe le
té jet€ M cfarédo pike. Vektori r = OM me fillim né fillimin koordinativ dhe mbarimi
te pika M quhet rrezevektor 1 pikés M (figura 1).

Figura 1

Pozita e pikés M né hapésiré éshté plotésisht e pércaktuar me rrezevektorin e
saj r, kurse ai pra éshté plotésisht i pércaktuar me koordinatat e tij né lidhje me
sistemin koordinativ t& zgjedhur. Pika M si piké e mbarimit t& vektorit # do t& jeté e
pércaktuar me té njéjtat. Prandaj, nése r = (x, y, z), atéheré koordinata e x, y dhe z t&
vektorit r i quajmé koordinata té pikés M, dhe shkruajmé M(x, y, z).

Le té jeté dhéné segmenti MM, pikat e skajshme té té cilit 1 kan€ koordinatat
M, (x1, y1, z1 ) dhe M5 (x3, y», 2), dhe pika M le ta ndan segmentin MM, né raport g,
pérkatésisht M\M : MM , = m : n (figura 2).

Figura 2

T’i shénojmé me r; dhe r, rrezevektorét e pikés M; dhe M,, por me r

rrezevektori 1 pikés M. T€ vérejmé se

M,M =OM —-OM, =r—r, dhe MM, =0M,—-OM =r, —r.
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Pasi vektoréet M M dhe MM, jané kolinear vlen M|\M : MM, =m:n

prej ku fitohet F—Fl = m(g —r). Prandaj rrezevektori i pikés M &shté pércaktuar
n

me formulén

- nr+mr,
r =
m+n
pérkatésisht
C_(Mxemx, ny+my, nz+mz,
m+n ~ m+n ~ m+n

Prej kétu fitohet se

MKMﬁm@rm+mwrm+m4j

m+n ~ m+n ~ m+n

Nése pika M éshté mesi i segmentit t€¢ M, M, atéheré q=1 dhe rrezevektori
1 pikés M té pércaktuar me relacionin

Pt

2
Pér koordinatat e pikés s€ mesme M t&€ segmentit MM, kemi

M[&+& Y+ A+%}

2 7 2 7 2

Shembulli 1. Kordinatat e pikés P g€ e ndan segmentin AB né raport 1 : 2, nése
A(3,-2,1) dhe B(0, 2, -5) jané

b 2:141-4 2-(=3)+1-0 2-2+1-(-1)
1+2 7 1+2 7 1+2

j:P@,QJ)

Detyra
1. Gjeji koordinatat e mesit M(x, y, z) t&€ segmentit 4B, nése

a) A0, —2,1) dhe B(=2, 4,1) b) A(-4,0,5) dhe B(6,0, 7).

2. Jané dhéné pikat A(—1, 8, —2) dhe M(7, -4, 0). Shkruaj koordinatat e pikés B
nése M éshté mesi 1 segmentit AB.

3. Jané dhéné pikat A(0,2,2) dhe B(6,2,4). Gjeji koordinatat e pikés M e cila
segmentin 4B e ndan né raport

a)2 :3 b)3: 2 c) 1:3.

4, Le t& jet€ A(-8, 14, —6), B(9, -7, —10) dhe C(0, -3, 20) jané kulmet e
trekéndéshit. Gjeji koordinatat e meseve t€ brinjéve té tij.
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7.9. Prodhimi skalar i vektoréve

Koncepti pér prodhimin skalar té vektoréve

Pérvec¢ operacioneve mbledhje, zbritje dhe shumézim t€ vektorit me skalar, ka
kuptim edhe shumézimi i vektoréve. Shumézimi 1 dy vektoréve mund t&
pérkufizohet né€ dy ményra varésisht prej asaj se a duam rezultati prej operacionit t&
realizuar té jeté skalar ose vektor. Prandaj, do t€ dallojmé edhe shumézim vektorial t&
dy vektoréve.

Para se t€ kalojmé né futjen e konceptit prodhim skalar do té fusim konceptin
pér kéndin ndermjet dy vektoréve. Pérkatésisht, nése a dhe b j Jane gfaredo dy vektor
ashtu qé OA = a dhe OB b, atéheré kéndi ndérmjet vektoréve a dhe b &shté kéndi
ndérmjet gjysmédrejtézave OA4 dhe OB dhe do ta shénojmé me (a, b). Té theksojmé
se 0< (a, b)<m.

Pérkufizimi 1. Prodhimi skalar i vektoréve a dhe b quhet numri i barabarté
me prodhimin e gjatésive t& vektoréve dhe kosinusit prej kéndit ndérmjet tyre, dhe
shénohet me a - b ose ab.

Domethéné, a - b=| a || b | cos(a, b).

Drejtpérdrejt prej pérkufizitmit t€ prodhimit skalar vijon se

- Nése kéndi ndérmjet vektoréve a dhe b &shté i ngushté, atéheré cos(Zz, 5) >0,1
prodhimit skalar €shté¢ numér pozitiv. Ngjashém, nése kéndi &shté i gjeré, atéheré
prodhimi skalar éshté numér negativ

- Nése vektorét jané kolinearé, kéndi ndérmjet tyre &shté 0, pra cos(a, b) = 1
domethéné a - b=| a || b |. Pra, vlenedhe a - a =| a |~

- Pér vektorét reciprokisht normal a dhe b vlen a b= 0, pasi cos(c;, B) =0.

- Nése t& paktén njéri prej vektoréve éshté zero, at€heré edhe prodhimi skalar
¢shté 1 barabarté me zero.

Shembulli 1. Prodhimi skalar i vektoréve a dhe 5, pér té cilét

a)|a|=4,|b|=5 dhe (a, b) = 45°, &shté numri
a-b=|a|bl|cos(a,b)=4"-5" cos45° = 104/2

b)|a|=3,|b|=6dhe (a, b) = 135°, éshté numri
a-b=|al|b|cos@B)=3" 6 cosl35°=-92.

N

Vetité e prodhimit skalar té vektoréve

Né vazhdim do té pérmendim disa veti t€ prodhimit skalar.
1. Pér ¢farédo dy vektor a, b <V vlen
a-b=b-a (vetia komutative)
Vetia e sipérme tregon se te shumézimi skalar i vektoréve nuk €shté€ 1 réndésishém
renditja e vektoréve té cilét e pérbéjné prodhimin.

2. Pér ¢tarédo dy vektor a,b <V dhe pér ¢farédo numér real p vlen

111



Njésia modulare 7

p(ab) =(pa)-b=a-(pb) (vetia asociative)
Sipas vetis€ s€ shprehur, prodhimi skalar shumézohet me ¢farédo numér real kur
do té shumézohet ¢farédo vektor me numrin ¢ dhéngé real.

3. Pér ¢farédo tre vektoré c;, l; ¢ eV vlen
a-(b+c)=a-b+a-c dhe (a+b)-c=a-c+b (vetia distributive)
Vetia e sipérme tregon se deri te vektori i njé&jté arrijmé, nése dy vektor
mblidhen dhe pastaj n€ ményré skalare shumézohen me vektorin e treté, ose nése

¢donjéri prej mbledhésve shumézohet me vektorin e treté dhe pastaj mblidhen.
Poashtu, nuk éshté e réndésishme renditja e shumézuesve.

Shembulli 2. Me ndihmén e vetive t€ sipérme pér prodhimin skalar té
vektoréve a =3p + 4g dhe b= 12p — 5¢, ku | p |= 4, | ¢ |= 1 dhe (p, q) = 30°, kemi
a-b=0Cp+4q)(12p—5¢)=36|p 2 +33(p - q)—20| g |> =556 + 663.

Detyra
1. Njehso prodhimin skalar:
a) a-b; b) 52; c) 62;

nése [al=2, |[b|=7 dha (a,b)=60".

2. Njehso prodhimin skalar:

a) 5-5; b) 52; c) 52;
ase|al=4, |bj=5 dha (a,b)=12

3. Cakto shenjén e prodhimit skalar Zz-l;, a#0 dheb= 6, nése

a) 0° <(a,b) <90°; B) 90° < (a,b) <180".

4. Gjeje prodhimin skalar t& vektoréve u = x — 2y dhe v = 3x + 2y, nése
IX|=6, |y]=3,dhe (x, y) = 60°.

5. Njehso vlerén e shprehjes

2) (P-a)2p+0); B) p-(p-30); e) (P-a)(p+0);
aise| p|=6, |q|=3 dha (p,q)=120"

7.10. Zbatimi i prodhimit skalar té vektoréve

Drejtpérdrejt prej pérkufizimit t€ prodhimit skalar mund té realizojmé disa
formula t€ cilat gjejn€ zbatim né zgjidhjen e detyrave gjeometrike.

Njehsimi i gjatésisé sé vektorit

Ta njehsojmé gjatésiné | a | e vektorit a, nése dihet prodhimi skalar i vektorit
me vetveten. Prej a - a =| a |* me rrénjézimin gjejmé se

l=yaa =va.
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Drejtpérdrejt pérfundojmé se | a |= 0 né€se dhe vetém nése a=0.

Shembulli 1. Nése pér vektorét a dhe b vlen | a =4, | b |= 3 dhe (Zz, I;) = 609,
atéheré gjatésia e vektorit p = a — 2b &shté e barabarté me

Pl=y/p-p=+(@a—2b)-(a-2b) =+ a[’ ~4(a-b)+4|b =

:\/16—4-12%+4-9 =/28.

Nijehsimi i kosinusit ndérmjet dy vektoréve jozero

Ta njehsojmé kéndin ndérmjet dy vektoréve jozero a dhe b, &shté i njohur
prodhimi 1 tyre skalar. Prej pérkufizimit pér prodhimin skalar kemi se

a-b=/a|b|cos(a,b)

prej ku gjejmé se

!

b
allb|

Shembulli 2. Pér ta gjetur kosinusin prej kéndit ndérmjet vektoréve c=a-2b
dhe d=2a + b, pér té cilét | a |= 3, | b |= 2 dhe (a, b) = 60°, né pajtim me formulén pér
njehsimin e kéndit ndérmjet dy vektoréve jozero

cos(a,B) =

D
Tl

Ol
Ql

lclfd]
&shté e nevojshme t’i gjejmé vlerat a - b, | ¢ |, | d | dhe ¢ - d. Kemi se

aﬁzﬁHqu&mzyz%=3

cos(E, H) =

ol
ol

Cl=vc-C =+/(a-2b)@a-2b) =+|a]* ~4(a-b)+4|b[ =

:\/32—4-3-2-1+22 =1
2

|d=d-d =+(2a+b)2a+b) =\/4|a | +4@a-b)+|b P =

:\/4-32+4-3-2%+22=\/§

c-d=(a-2b)2a+b)=2|af -3-(a-b)-2|b[’=2-32-3-3-2.22 =1.

ol &l

__1 ~0,13.

G
Cn a cos(c,d)=—
Proaduga cos& D =18 d) " 12
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Kushti pér dy vektor ortogonal

Nése a # 0 dhe b * 6, atéheré a - b = 0 nése dhe vetém nése cos(Zz, l;) =0, g€ do
- T
té thoté (a,b) = bX Késhtu, kushti pér dy vektor ortogonal jozero &shté:

Dy vektor j ozero a dhe b jané ortogonal nése dhe vetém nése a-b=0.

Shembulli 3. Vértetoje teoremén e Talesit: Cdo kénd periferik mbi diametrin té
vijés rrethore Eshté 1 drejté.

Le té jet€ K (O, r) vija rrethore, AB diametri 1 saj dhe C ¢farédo piké prej vijés
rrethore (figura 1).

Figura 1

Atsharéi CA=CO+0A, CB=CO+0B=CO-0A, pra kemi se
CA-CB=(CO+0A)-(CO-0A)=CO" —OA’ =r*—r*=0

prej ku vijon se vektorét CA dhe CB jané vektor reciprokisht normal, pérkatésisht
ZACB =90°.

Detyra
1. Jané dhéné vektorét a, b dhe ¢, pér té cilét vlen | a |= 3, |b|=2, |c=1,
(a,b)=(b,c)=90° dhei (C,a)=60". Gieji gjatésiné e vektoritp=a+b—c.

— —

2. Gjeji kosinusin e kéndit ndérmjet vektoréve c = a+bdhed=a- b, nése
lal=3, | b|=2 dhe (a, b) = 60°.

3. Jané dhéné vektorét a, b dhe ¢, ashtu qeé | a =4, | b =] c =1, (a,b)=90° dhe

=(a,¢) = 60". Njchso kosinusin e kéndit ndérmjet vektoréve x = a + b — ¢ dhe

|
=3

4. Vérteto teoremén e Pitagorés: shuma e katroréve té katetave te trekéndéshi
kénddrejté éshté i barabarté me katrorin e hipotenuzés.

5. Gjeje kéndin qé e formojné vektorét njési a dhe b, nése vektorét p = a + 2b

dhe (} =5a-4b jané reciprokisht normal.
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7.11. Prodhimi skalar i vektoréve né formén koordinative
N¢ kété€ mésim do t€ mésojmé se si njehsojmé prodhim skalar té vektoréve,

gjatésia e vektorit, kéndi ndérmjet dy vektoréve jozero dhe do ta realizojmé dy
vektor ortogonal, né rastin kur vektorét jané dhéné me koordinatat e tyre.

Njehsimi i prodhimit skalar té vektoréve né formén koordinative

Nése vektorét jan€ dhéné me koordinatat e tyre
a=(a,.a,,a,) dhe b=(b,.b,.b,)
at€heré€ vlejné zbérthimet
a= aXT+ay]+aZR dhe B:bXT+by]+bZR.

Pér shkak t&€ vetis€ asociative, vetis€é komutative dhe vetisé€ distributive t€ prodhimit
skalar, kemuma

5~5:(aXT+ay]+azﬁ)-(bj+by]+bzﬁ)=
=abii+ab, jj+ab,kk+
+(ab, +a,b)ij+(ab, +a,b)ik+(ab, +a,b,) ]k

Pasi vektorét ;,] dhe k jané vektor njési dhe né cifte reciprokisht normal, kemi

i =] =k =1 dhe ij=ik=jKk=
Prandaj, pér prodhimin skalar kemi

a-b=ab +ab, +a,hb,.

Shembulli 1. Nése g = (-2, 0, 6) dhe b= (1,-1, 5), até€heré prodhimi skalar éshté
a-b=(-2)-1+0-(-1)+6-5=28.

Zbatimi i prodhimit skalar né formén koordinative

HorGjatizia | a| e vektorit t& dhéné me koordinatat e veta a=(a,, a,,a,)

éshté
lal=ya-a =\a’+a’ +a, .

Prandaj, kemi se formula pér njehsimin e gjatésisé éshté
lal=,/a’+a +a,”.

Shembulli 2. Nése a = (3,1, 4), atéheré gjatésia e tij Eshté

115



Njésia modulare 7

la|=+/3% +(=1)> +4% =/26.

Kosinusi i kéndit ndérmjet dy vektoréve jozero t&€ dhéné me koordinatat e tyre
a=(a,.a,,a,) dhe b=(b,,b,,b,) éshte

a-b ab, +ab, +a,b,

albl [al+a’+a} o’ +b>+b?

Prandaj, formulat pér njehsimin e kosinusit t€ kéndit ndérmjet tyre éshté

cos(gl, 5) =

a,b, +ab +aDb,

J@2+aj+af-J@2+q2+q2

cos(gl, 5) =

Shembulli 3. Pér kéndin ndérmjet vektoréve a = (2, 0, 2) dhe b = (0, 0, 6) fitohet

2:0+0:0+2:6 12 2
J2+0 (22 N0 +0° 46 NBA36 2

cos(a, 5) =

OJl KaJe IIrejlkemyajonese (a, B) = g

Dy vektor jozero a = (a,,a,,a,) dhe b= (b,,b,,b,) jané ortogonal nése dhe vetém
nése a-b=ahb + a,b, +a,b, =0. Prandaj, kushti pér dy vektor jozero ortogonal né
formén koordinative €shté

Dy vektor jozero a dhe b jané ortogonal nése dhe vetém nése
ab, +ab, +ab, =0.

Shembulli 4. Gjeje kéndin ndérmjet diagonaleve té paralelogramit té
konstruktuar mbi vektorét @ = (2,1, 0) dhe b= (0,-2,1).
Le t& jeté ABCD paralelogram i dhéné dhe le & jeté 4B = a dhe AD = b (figura 1).

Figura 1
Kéndi i kérkuar o €shté kéndi ndérmjet vektoréve AC dhe DB dhe mund t& njehsojmé
: i} AC-DB
sipas formulés cos o0 = ————.
| AC || DB|

Prodhimi skalar i vektoréve
AC =AB+AD=a+b=(2,-1,1) dge DB=AB-AD =a-b=(2,3,-1)

ésht¢  AC-DB=(2,-11)-(2,3,-1)=4-3-1=0
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qé do té thoté se vektorét AC dhe DB jané ortogonal, pra o = g

Detyra
1. Njehso prodhimin skalar té vektoréve
a) a=(-1,0,2) dhe b = (0,-4,7); 1§) a=4i+3]—6k dha b=i-2]+

2. Njehso gjatésiné e vektorit

a) a=(0,-5,4); b) a=-i+2j-3k

3. Gjeji kéndin ndérmjet vektoréve

a) a=(-1,1,0) dha1b=(1,-2,2); B) a=i+j dha b=i+k.

4. Jané dhéné pikat A(1,1,1), B(2,2,1) dhe C(2,1,2). Njehso kéndin ndérmjet
vektoréve AB dhe AC. — —

5. A jané reciprokisht normal vektoréte
a) a=(-5,0,9) dhg b =(1,7,-2); B) a=5i—4]j+6k dha b=4i+8j+2k?

7.12. Prodhimi vektorial i vektoréve

Pérve¢ prodhimit skalar t€ vektoréve do ta pérkufizojmé operacionin, té
quajtur shumézimin vektorial.

Koncepti i shumézimit vektorial

Gjaté pérkufizimit t€ shumézimit vektorial do ta shfrytézojmé konceptin treshja
e djathé (e majté) e vektoréve. Tre vektoré pér t€ cilét dihet cili prej tyre éshté 1 pari,
cili éshté 1 dyti, kurse cili éshté i treti quhet treshe e vektoréve. Pér shembull, te
treshja e vektoréve g, E, a do & llogarisim se vektori ¢ éshté i pari, vektori b éshté i
dyti, kurse vektori a éshté i treti. Treshja e vektoréve a, b, ¢ t& cilét nuk jané
komplanar quhet e djathté (e majté) nése vektorét 04 = a, OB = b, OC = ¢ jané
renditur sikurse gishti tregues, treguesi dhe gishti 1 mesém té dorés s€ djathté (majté).

Prodhimi vektorial i vektoréve a dhe b quhet vektori c pér té cilin vlen
KU

a) [c|Ha|b|sin(a,b),
b) c-a=0dhec-b= 0, pérkatésisht vektori ¢ &shté normal né vektorét a dhe l;,

c) vektorét c;, b dhe ¢ formojné treshe té djathté t€ vektoréve.

Prodhimin vektorial & vektoréve a dhe b do ta shénojmé me a x b. T& shénojmé
se kushti nén a) e pércakton modulin e prodhimit vektorial, kushti b) drejtimin e tij,
kurse kushti nén c) e pércakton kahen e tij.

Shembulli 1. Prodhimi vektorial i vektoréve a dhe b, pérté cilét |a |=4, | b |=7
dhe (a, b) = 60° ka modulin
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laxbl=|al|b|sin(a,b)=4-7-sin60° =14+/3.

Vetité e prodhimit té vektoréve

N¢ vazhdim do té€ pérmendim disa veti mé té réndésishme t€ prodhimit
vektorial.

1. Pér ¢do dy vektor c_z: beV vien
axb=-bxa (vetia antikomutative)

Vetia e sipérme e tregon se te shumézimi vektorial t€ vektoréve &shté i
réndésishém renditja e vektoréve té cilét e pérbéjné prodhimin.

2. Pér ¢farédo dy vektor 5, beV dhe pér ¢farédo numér real p vlen
p(a X B) =( pa) xb=ax ( pB) (vetia asociative)

Sipas vetisé€ s€ shprehur, prodhimi vektorial shumézohet me ¢farédo numér real
kur do t&€ shumézohet cilido prej vektoréve me numrin e dhéné real.

3. Pér ¢farédo tre vektoré a, b, ¢ € V' vlen
ax(b+c)=axb+axc dhe (a+b)xC=axc+bxc  (vetia distributive)
Vetia e sipérme tregon se deri te vektori i njéjté arrijmé, nése dy vektor mblidhen
dhe pastaj né ményré vektoriale shumézohen me vektor té treté, ose nése ¢donjéri prej

mbledhésve shumézohet me vektorin e tret€ dhe pastaj mblidhen. Poashtu, éshté e
réndésishme renditja e shumézuesve.

4. Pér ¢do vektor a € Vdhe pér ¢do numér real p vlen a x (pZz) =0

Vetia bazohet né faktin se vektorét a dhe pc; jané kolinear, pérkatésisht
(a, pa) = 0.
_ Detyra2. Njehso gjatésiné e prodhimit vektorial t& vektoréve
x=3a—-bdhey=a+2b,nése|al=4,|b|=7dhe (a, b)=30°.

Zgjidhje. Kemi se

xxy=(3a—b)x(a+2b)=3axa+6(axb)—(bxa)-2(bxb)=7(bxa).

Prandaj, kemi se

xxy|=|7(axa)|=7|a|-|b|sin(@,b)=7-4-7sinZ = 98/3.
x<y|=[r@xa) 3

Detyra

1. Gjeji modulin e prodhimit vektorial axbh, nése |a|=12, |b|=5 dhe
a-b=30.

2. Gjeji vektorin axb,nése a=4p—q+3r dhe b=2p+3q-5r, ku
B, a dhe r &shté treshja e djathté e vektoréve reciprokisht normal dhe njési.

3. Njehso gjatésiné e prodhimit vektorial m x n, nése m = a — 2b dhe n =3a + b,
ku|a|=| b |=1 dhe (a, b) = 90°.

118



VEKTORKET Ni£ HAPESIRE

7.13. Zbatimi i prodhimit vektorial té vektoréve

Drejtpérdrejt prej pérkufizimit t€ prodhimit vektorial mund té realizojmé
disa pérfundime té rénd€sishme té cilat gjejné zbatim né detyrat gjeometrike.

Njehsimi i syprinés sé paralelogramit

Zbatimi i prodhimit vektorial né zgjidhjen e detyrave gjeometrike bazohet né
faktin se moduli i prodhimit vektorial t& dy vektoréve a dhe b &shté i barabarté me
syprinén e paralelogramit t€ konstruktuar mbi vektorét O4 = a dhe OB = b.

Domethéné kemi se S = |a X B|

Figura 1

Me t€ vérteté, nése OADB ¢&shté paralelogram 1 konstruktuar mbi
vektorét O4 = a dhe OB = b (figura ¢postéheré syprina e tij éshté

B=al-h, =a|b|sing=|axb].

Shembulli 1. P&r t’u njehsuar syprina S e paralelogramit té€ konstruktuar
mbi vektorét AB =2a — b dhe AD =a + 3b,ku|a|=4,|b|=7 dhe (a, b) = 60°,
oesmgda o1

B =| ABx AD |<| AB|| AD|sin(AB, AD).
Poashtu, kemi se

ABx AD = (2a—b)x (a+3b)=6(axb)—(bxa)="7(axb)
Prej kétu kemi

B =|ABxAD|=7-4-7-sin60° = 98/3.

N RAreif NBARD L] ik 110 QHEREH A d4R TP AT OTHHK

Prej gjeometrisé dihet se pér syprinén e trekéndéshit Sy 1 konstruktuar mbi
vektorét a dhe b, dhe syprinés s€ paralelogramit t€ Sp t€ konstruktuar mbi vektorét

vlen barazimi Sy = 5 Sp. Prej kétu kemi se
11~ -
ST = E|a X b| .

Shembulli 2. Njehso syprinén e trekéndéshit ABC, t€ konstruktuar mbi vektorét
AB=b+3adhe AC=a—2b,ku|a|=3,|b =4 dhe (a, b) = 30°.

KemiseR,T:%|ﬁxA—C|.
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Mé tutje, gjejmeé se AB x AC = (b + 3a) x (a — 2b) = —6(a x b) —a x b=—T(a x b).
Prej kétu kemi se syprina e trekéndéshit ABC &shté

% :%|EXA—C|=%-7-3-4-sin3o° =21.

Kushti pér vektorét kolinear té dy vektoréve

Prej pérkufizimit t€ prodhimit vektorial vijon se prodhimi vektorial &shté
vektori zero, nése dhe vetém nése njéri prej vektoréve €shté vektor zero ose
nése vektorét jané kolinear. Prandaj, kushti pér kolinearitetin e dy vektoréve
&shté:

Dy vektor a dhe b jané kolinear nése dhe vetém nése a x b = 0.

Shembulli 3. Vektorét a dhe b le t& mos jané kolinear. Gjeje vlerén e
parametrit A pér té cilin vektorét c=Xa—bdhed=a+ 3Ejané kolinear.
Pér ta gjetur vlerén e parametrit A gjendet prej kushtit pér kolkinearitet té
vektoréve ¢ dhe d c
cxd =(ra—b)x(a+3b) =0,
pérkatésisht
raxa—bxa+rax3b-bx3b=axb+3r@xb)=(1+31)@axb)=0.

Pasi vektorét @ dhe b nuk jané kolinear, kemi axb * 0. Domethéné 1 + 3\ = 0,
pérkatésisht A = -

Detyra

1. Njehso syprinén e trekéndéshit ABC, té€ konstruktuar mbi vektorét
AB=b-adhe AC=a+bku|a|=2,|b|=1 dhe (a, b)=45°.

2. Njehso syprinén e paralelogramit ABCD té konstruktuar mbi vektorét
AB=3b—a dhe AD = 2a + 35, ku a dhe b jané vektorét njési té cilét formojné kénd
prej 60°.

3. Njehso g]atesme e lartésisé prej kulmit C t€ trekéndé€shit ABC nése

AB 2p q dhe BC = 3p + 2q, ku vektorét p dhe q jané vektor njési reciprokisht
normal.

4. Vektorét x dhe y le t& mos jené kolinear. Pér cilén vleré té parametrit ¢

vektorét u = 3¢tx —y dhe v=x + 7y jané kolinear.
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7.14. Prodhimi vektorial né formén koordinative

Né kété mésim do t€ njehsomé prodhim vektorial t€ vektoréve, syprina e
paralelogramit t€ konstruktuar mbi dy vektor t&€ dhéné€, syprina e trekéndéEshit t&
konstruktuar mbi dy vektor t&€ dhéné dhe do ta realizojmé kushtin pér kolinearitetin e
dy vektoréve, né rastin kur vektorét jané€ dhéné me koordinatat e tyre.

Njehsimi i prodhimit vektorial t€ vektoréve né formén koordinative

Prej pérkufizimit té€ prodhimit vektorial pér vektorét njési koordinativ
kemise  exa

ixi=0, ix]j=k, ixk=-],
JXI:_Ra ]:X_J::é’ _j _k':_':
kxi=], kxj=-i, kxk =0.

Nése vektorét jané dhéné me koordinatat e tyre
a = (ay, a,, a.) dhe b = (b, by, b.)
at€heré€ vlejné€ zbérthimet
a=(a,+a,j+a.k)dhe b= (bi+b,j+ b.k)
Pér shkak té vetive t€ prodhimit vektorial dhe pérkufizimit t€ determinantés t€ rendit t&
dyté kemi se

axb=(a,i+a,]+a,k)x(bi+b, j+bk)=

=ab,(ix )+ab,(ixk)+ab,(jxi)+

+a,b, (jxk)+a,b, (kxi)+a,b, (kx j)=

=ab k+ab,(-j)+ab(-k)+ab,i+ab j+ab (-i)=
=(a,b,—ab)i+(ab —ab,)j+(@b, —ab k=

_ |8

b, b

y Z

a

X

k
b, b

X y

Si pasojé prej diskutimit t€ sipé€rm, duke shfrytézuar pérkufizimin e
determinantés s€ rendit t&€ tret€ (shiko njésiné modulare 8, njésia mésimore 8.2),
prodhimin vektorial mund ta shkruajmé né formén

a

A

b, b

z X

1+

]+

j
axb=la, a, a
b, b, b,

R Shembulli 1. T’i caktojmé koordinatat ¢ prodhimit vektorial t€ vektoréve
a=(0,-3,-1)dhe b= (4, 0, -5). Kemi se

i ] K
axb=[0 -3 —1=151—4j+0k—(-12k+0i+0]j) =151 -4 +12k
4 0 -5

prej ku kemi se a x b = (15, —4,12).

121



Njésia modulare 7

Zbatimi i prodhimit vektorial né formén koordinative

Nése vektorét jan€ dhéné me koordinatat e tyre, pérkatésisht nése
a = (ay, ay, a.) dhe b= (b, by, b.)

at€heré pér syprinén e paralelogramit t€ pércaktuar me vektorét e dhéné éshté me
i ] k
:|5><5|: a, a, a,.
b, b, b

X

Prandaj kemi se

i j k
S=la, a, a,
b, b, b,

Shembulli 2. Ta caktojmé g)atesme e lartésisé prej kulmit B té trekéndéshit
ABC, pér té cilin AB = (4,-5,0) dhe BC = (-4,9,-3).

Syprina S e trekéndéshit ABC &éshté e barabarte me gjysmén preJ syprinés
té paralelogramit t€ konstruktuar mbi vektorét BA dhe kemi se BC. Prandaj
kemi

28 =|BAxBC |5/ 151 —12 —16k |= V225 + 144 + 256 = 25.

Prej gjeometris€ elementare dihet se 25 = |ﬁ | |§§] , ku By éshté rréza e l&éshuar
prej kulmit B. Pasi AB + BC = (0, 4, -3) kemi 2§ = 5| B B|. Atéheré gjatésia e
lartésisé sé kérkuar éshté |B,B| = 5.

Nése a = (a,, a,, a,) dhe b = (b,, b,, b.) atéheré kushti pér Ralkireemiitett @ x b = 0,
€shté 1 plotésuar né€se dhe vet€ém nése ¢do koordinaté e prodhimit vektorial &shté e
barabarté me zero, pérkatésisht nése a,b. = a.b,, a.b, = a,b., a.b, = a,by, ose,

zy X z y X

¥ 8 F_3& 3 _a
b b’ b b’ b b’

y z z X X y

Gjaté supozimit, se nése ndonjé koordinat€ e njérit vektor &shté zero, pér

shembull a, = 0, atéheré patjetér b, = 0, dhe sipas pérkufizimit n =2 —=_

Prandaj, kushti pér kolinearitet té dy vektoréve né formén koordinative
Eshté

Shembulli 3. Pér t€ shqyrtuar se vektorét a = (2, —4, 6) dhe b = (6, —12,18) a jané

2 -4 dhe£ Prej

kolinearé, f h rtet —
olinearé, formohen raportet -, T 13
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2 4 6

6 -12 18
vijon se vektorét e dhéné jané kolinear.

Detyra

1. Gjeji paraqiten koordinative t&€ prodhimit vektorial té€ vektoréve:
a) a=(0,2,0) dhe b= (-4, 1,0) b) a=i-2k dheb=i+3 -4k

2. Jané dhéné vektorét: a = (3, -1, —2) dhe b= (1, 2, —1). Gjeji koordinatat e
vektoréve:

a) axb; b) (2a+5)x5; c) (25+B)x(25—5).

3. Gjejt sinusin e kéndit ndérmjet vektoréve a= (4,-4,2)dhe b= (10, 15, 18).

4. Njehso syprlnen e paralelogramit ABCD té konstruktuar mbi vektorét
AB = (3,2,4) dhe AD = 0, 3,-1).

5. Njehso syprinén e trekéndéshit 4ABC té konstruktuar mbi vektorét AB= (2,-3,1)
dhe AC = (1, 2, -2).

6. Pér cilat vlera té x dhe y, vektorét a=2i+ 4} + y% dhe b = 4i + xf+ 8k jané
kolinear?

7.15. Prodhimi i pérzier i vektoréve

Zgjidhja e shumé detyrave gjeometrike dukshém jané pér lehtésimin me
futjen e prodhimit t& pérzier t€ tre vektoréve, t€ cilét ka interpretimi gjeometrik 1
réndésishém.

Koncepti pér prodhimin e pérzier té vektoréve

Prodhlml i pérzier [a, b, c] 1 Vektoreve a, b dhe ¢, éshté prodhimi skalar t&
vektoréve a x b dhe shénohet me [a b c] = (a X b)c

Shembulli 1. P&r t€ njehsuar prodhimin e pérzier t€ vektoréve ;, b dhe Z, té
cilét jané reciprokisht normal, paragesin treshe e djathté e vektoréve dhe | a =7
| b |= 4 dhe | c |= 6, veprohet né kété ményré:

Pasi a, b, ¢, formojné treshe t& djathté t& vektoréve, vektorét ¢ x b dhe ¢
kané kahe té njéjté, prandaj kemi

[a,b,c]=(axb)c =] axb]|c|cos(axb,c)=
=(|lal/b|sin90%)|c|cos0’ =7-4-1-6-1=120.
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Vetité e prodhimit té pérzier té vektoréve

N¢ vazhdim do t€ pérmendim disa veti t€ prodhimit té pérzier.

1. Pér ¢do vektor 2, b dhe g, vlen

b) [a,b,c]={a,c,b]=-{b,a,c]={c,b,a]
Vetia nén a) nénkupton se prodhimi i pérzier nuk ndryshon gjaté zhvendosjes
ciklike té vektoréve te prodhimi i pérzier, kurse vetia nén b) nénkupton se prodhimi i

pérzier e ndryshon shenjén né t€ kundért nése ¢farédo dy vektor prej prodhimit t&
pérzier i z€vendésojné vendet.

_ Shembulli 2. Pér vektorét a, b dhe ¢, t¢ atillé g¢ |a |=2, | b |= 1, | c |= 3,
(a, b) =309, (b, ¢) = 90° dhe (a, ¢) = 90° kemi se

[a,b,c]=(axb)c=]axb| c|cos(@axb,c)=

[a—

=(|a||b|sin30°)|c|cos0’ =2-1.5-3-1=3,

[b,c,a]=(bxc)a=|bxc|a|cos(bxc,a)=
=(|b|lc|sin90%)|a|cos60° =1-3~1~2%=3.

2. Pér ¢cdo numér real k& dhe ¢do vektor c_i, b dhe E, vlen:
k[a,b,c] =[ka,b,c]=[a,kb,c]=[a,b,kc]
NéetipHe MIpEBN] e TR gAY Bir otian MEIp&z igposismoE Aush ot HEW N wm P aresz

Rnejdwors seueacroetowili duLpeeiof eloBEXEORIPE okth IMEILIABEOA] STPOHSERE GQAST
peayieH 0poj.

Shembulli 3. Pér vektorét ;, l; dhe Z’, té atillé g€ | Zz |= 2, | Z =5, | 2 |= 4,
(a, b) = 30°, dhe numri real k = 7, kemi se
k[a,b,c]=k((axb)c)=k(jaxb]|c|cos(axh,c)) =
:k((|5||5|sin30°)|6|cosO°)=7(2~5%~4-1)=140,dhe
[ka,b,c]=((kaxb)c)=(kaxb] c|cos(kaxb,c))=
=(|ka||b|sin30°)|c|cos0’) = (k |a|/b|sin30°)|c|cos0’) =
~7.2.5.1.4.12140.
2

3. Pér ¢do vektor c;, l;, ¢ dhe c_f, vlen

I;

a) [a+d,b,c]=[a,b,c]+[d,b,c
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b+d,c]=[a,b,c]+[a,d.cl;

o

b) [

¢) [a,b,c+d]=[a,b,c]+[a,b,d].

Vetia e fundit nénkupton se ndonjé vektor te prodhimi i pérzier shté shumé prej
dy vektoréve, at€heré prodhimi i1 pérzier mund té paraqitet si shumé prej dy
prodhimeve t& pérziera, te i cili t€ gjithé vektorét me pérjashtim t€ shumés jané té
njéjté sikurse prodhimi i1 pérzier, kurse te prodhimi i paré i pérzier — mbledhés vektori

pérkatés €shté mbledhési i paré dhe te prodhimi i dyté i pérzier — mbledhési i1 vektorit
pérkatés €shté mbledhési i dyté.

Shembulli 4. Vektorét 5, b dhe Z, jané komplanar dhe vektori dle té jeté normal
né rrafshin e pércaktuar me vektorét a, b dhe ¢, dhe le & jeté |a|= 3, |b|= 2, |c|= 4
d|=1, (a, b) = 30° dhe (b, ¢) = 60°. Kemi se
[a+d,b,c]= ((a+d)xb)c=(axb+dxb)c=(axb)c+(dxb)=
=| a><b|| C|cos(a><b,c)+|d xb ||C|cos(d xb,C):
=(|a||b|sin30°)|c|cos90° +(|d ||b|sin90°)|c|cos30° =

=3.2.l.4.0+1.2.1.4.l=4
2 2

[a,b,c]+[d,b,c]=(axb)c+(d xb)c =
=|axb||C|cos(a><b,c)+|ax5||6|cos(axﬁ,a):
=((|a| b|sin(a,b))|c|cos(axb,c)+
+(|d ||b|sin(d,b))|c|cos(d xb,c) =

=3.2.l.4.0+1.2.1.4.l=4
2 2

Detyra
1. a) Vérteto vetin€ 1. b). b) Vérteto vetiné 3. ¢).

2. Njehso prodhimin e pérzier [Zz, I;, E], nése vektorét Z, b dhe Z, jané reciprokisht

ortogonal dhe vektor njési.

3. Njehso prodhimin e pérzier [a, b, c], nése vektorét a, b dhe ¢, jané reciprokisht
ortogonal dhe | a |=2, | b =4 dhe | ¢ |=7.

4. Vektori ¢ éshté normal né vektorét a dhe b, t& cilét formojné kénd prej 60°.

Njehso prodhimin e pérzier [a, b, ¢], nése | a |= 8, | b |= 4 dhe | ¢ |=/3.

5. Jané dhéné tre vektoré njési a, b dhe ¢. Vérteto se nése (5, B) = (Z,(E X 5)) =aq,

at€heré [Zl, b, Z] = —sin 2a.

1
2
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7.16. Zbatimi i prodhimit té pérzier té vektoréve

Njehsimi i véllimit té paralelopipedit

Zbatimi i prodhimit t€ pérzier né€ detyrat gjeometrike bazohet kryesisht né
interpretimin e tij gjeometrik. Pérkatésisht, prodhimi i pérzier i tre vektoréve a, b dhe
¢ sipas Vleres absolte éshté e barabarte me véllimin e paralelopipedit t€¢ ndértuar mbi
vektorét OA = a, OB = b dhe OC = ¢. Poashtu, shenja e prodhimit t€ pérzier éshté
pozitiv nése (a, b, c) €shté treshe e dhéné e vektoréve, kurse negativ nése (a, b, c)
&shté treshe e majté e vektoréve. Domethéné se

- - -

Me té vérteté, le t€ jet€ (a, b, c) treshe e djathté e treshes s€ vektoréve. Ta
konstruktojmé paralelopipedin mbi vektorét 04 = Zz, OB = b dhe OC = g, dhe ta
shénojmé me ¢ kéndin ndérmjet vektoréve a x b dhe ¢ (figura. 1). Atéheré prej
pérkufizimit pér prodhim skalar kemi (Zz X E)Z = axb I c | coso.

Figura 1

E dimé se gjatésia e prodhimit vektorial a x b &shté numerikisht i barabarté me
syprinén B t& paralelogramit t&€ konstruktuar mbi vektorét 0A = a dhe OB = B, por ai
tani éshté baza e konstruktuar mbi paralelopipedin. Nga ana tjetér, prodhimi | c | cos@
sipas vlerés absolute €shté e barabarté¢ me lartésin€ H té l€shuar ndaj bazés sé
paralelopipedit. Prej kétu pér willlimmi” ¥etpratel efoypipdid i dmami

V =B-H = axb||¢||cos o= (axb)C|= i(ax6)6=|[a,5,6]|.

Prandaj, shenja e prodhimit té pérzier varet prej shenjés sé shprehjes cos o,
pérkatésisht prej kéndit ndérmjet vektoréve a % b dhe ¢. Poashtu (Zz X B)E > () nése dhe
vetém nése 0° < ¢ < 90°, kurse (5 X E)Z < 0 nése dhe vet€ém nése 180° > ¢ > 90°. Pasi
vektori a x b &shté normal né rrafshin R te i cili shtrihen vektorét a dhe l;, mundemi té
pérfundojmé se (a x b)c > 0 nése dhe vetém nése vektorét @ x b dhe ¢ jané mingnée oy
t& rrafshit R, kurse (a x b)c < 0 nése dhe vetém nése vektorét a x b dhe ¢ jané né ané t&
ndryshme t€ rrafshit R. Prej kétu pérfundojmé se

(5 b )Z >0 nése dhe vetém nése (Z,B,Z) €shté treshe e djathté e vektoréve, dhe
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- 5 —

(a X b)c <0 nése dhe vetém nése (a, b, c) Eshté treshe e majté e vektoréve.

Shembulli 1. Njehso véllimin e paralelopipedit t€ pércaktuar me vektorét
a, b dhe c, t€ cilét kané gjatési té barabarta dhe (a, b) = (¢, a x b) = 45°.
Pasi syprina e bazés B dhe lartésia H e paralelopipedit jané€ té€ barabarta me

N

B=axb|=a|b]|sin(a,b)=al R

QD

H =|E|cos(6,§><5) =| gl|cos450 = |

9

|

véllimi 1 kérkuar éshté

-3
V=B-H=|a’4‘/5.

Njehsimi i véllimit té tetraedrit

Prej gjeometris€ dihet se pér véllimin e tetraedrit V7 t€ konstruktuar mbi vektorét
a, b dhe ¢, dhe véllimi 1 paralelopipedit Vp t€ konstruktuar mbi vektorét e njéjté vlen

1
Vi= g Vp. Prej kétu kemi

1
V; :g[a,b,c].

Shembulli 2. Njehso véllimin e tetraedrit t€ pércaktuar me vektorét njési a, b dhe c,
nése (5,5) =T dhe (Zz x b, E) S
3 6
Me njehsimin e drejtpérdre;jt fitohet se

:l|[a,5’5]| :l|| axb|c| cos(5x5,6)| =

:_‘(| a||b|sin(a,b))| c|cos(axb, C)‘

—lsin = cos—
3 6

Kushti pér vektorét komplanar té tre vektoréve jozero

Duke pasur parasysh se prodhimi i pérzier i tre vektoréve 2 b dhe ¢ sipas vlerés
absolute eshte e barabarte me véllimin e paralelopipedi té konstruktuar mbi ato vektor
jozero a b dhe ¢ éshté i barabarté me zero, pérkatésisht [a b c] 0, nése dhe vetém
nése té tre vektorét jané komplanar.

Prandaj, kushti pér komplaritet té tre vektoréve jozero a, b dhe ¢ éshté:
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Vektorét 5, b dhe ¢ jané komplanaré nése dhe vetém nése [Zz, E, E] =

Shembulli 3. T¢ kontrollojmé a jané komplanaré vektorét 5, b dhe E, nése
- = T - = T
a,b)=— dhe (axb,c)=—.
(a,b) . ( ) 5
Kemi se
[a,b,c]=|axb]| c|cos(axb,c)=(a|b|sin(ab))|c|cos(axb,c)=
2a||b|¢sinEcos == al|b|c|-~-0=0
6 2 2
prej ku pérfundojmé se vektorét e dhéné€ jané komplanar.

Detyra

1. Njehso véllimin e paralelopipedit t€ pércaktuar me vektorét a, b dhe ¢,
nése|?z|=4,|5|=2,|E|=3dhe<a,z§>=(2,ax5):%

2. Njehso véllimin e paralelopipedit kénddrejté€ me tehe a =5, b =4 dhe ¢ = 6.

3. Njehso véllimin e tetraedrit t& pércaktuar me vektorét 171, n dhe ;, nése
[mi =4, 0125, p =2, (m, ) = dbe (o, m < m) =

—

4. A jan€ komplanaré vektorét a, b dhe ¢, nése (Zz,l;) = % dhe (5 x b, c)= % .

7.17. Prodhimi i pérzier i vektoréve né formén koordinative

N¢ kété mésim do t€ mésojmé se si njehsohet prodhimi i pérzier té vektoréve,
véllimi 1 paralelopipedit, véllimi i tetraedrit dhe do ta realizojmé kushtin pér
komplanaritet té tre vektoréve, né€ rastin kur vektorét jané dhéné me koordinatat e
veta.

Njehsimi i prodhimit té pérzier té vektoréve né formén koordinative

Ta njehsojmé prodhimin e pérzier nése vektorét jané dhéné me koordinatat e veta,
pérkatésisht nése

a=(a,a,.a,), b=(b,.b,b,) dhe c=(c,c,c,).
NﬁBayazazaaay A
ga axb= b, o,/b, b, |'b, b, itojmé se
S a, a,la, alla, a,
a b C] (aXb)C (by bz s bz bx H bx by J(Cxa y’cz)_
aX z
=C % az+c % e % ay—b by b
“ b, b b, b b by [ Y
C C C
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Prandaj, prodhimi i pérzier 1 vektoréve ?l, b dhe Z, jané€ dhéné me koordinatat
e veta &shté

a, a, g,
[a,b,c]=|b, b, b|.
¢, C, ¢,

Shembulli 1. Prodhimi i pérzier 1 vektoréve a= (2,-1,1), b= (1, 0,-2) dhe
c=(1,2,0) &shté

2 -1 1
[a,b,c]=l 0 2[=-2+2-8=-8.
1 2 0

Zbatimi i prodhimit té pérzier té vektoréve né formén koordinative

Nése vektorét jané dhéné me koordinatat e veta, pérkatésisht nése
a= (ax’ay’az)’ b = (bx’by’bz) dhe Cc= (Cxacy scz)

at€heré pér véllimin e paralelopipedit t& pércaktuar me vektorét e dhéné éshté

a a, a
V =[ab,cl=||b, b, b,
¢, ¢ ¢
Prandaj, kemi se
a a, a,
V={|b, b, b
¢, C, ¢

Shembulli 2. VEllimi i paralelopipedit me vektorét a= (2,-2, 8), b= (3,79, 3)
dhe ¢ = (18,12,-30) éshté

2 =2 8
V=3 -9 3|1=4104.
18 12 =30

Nése vektorét jané dhéné me koordinatat e veta, pérkatésisht nése
a = (axaa‘yﬂaz)’ b = (bx,byibz) dhe 6: (Cx,cyicz)
at€heré pér véllimin e tetraedrit té pércaktuar me vektorét e dhéné &shté

a, a, a,
Lase=Y b b, b
V —g|[a,b,C]| _g X y 7
¢, C C,

Prandaj, kemi se
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O O QD
o o
o o

Shembulli 3. Pikat A(2, 4, 5), B(-1, -3, 4), C(5, 5, 1) dhe D(1, 1 -2)
jan€ kulmet e tetraedrit. Njehso lartésiné e tetraedrit t€ 1€shuar prej kulmit D.
Lartésia e tetraedrit &shté e barabarté me lartésiné e paralelopipedit té
konstruktuar mbi vektorét ﬁ, AC dhe AD. Véllimi i paralelopipedit é&shté
V= [ZI?, Aic?, /TB] , kurse syprina e bazés pérkatése €shté B =|E x AC | (figura2).
Prandaj, kemi se
LV [AB,AC,AD]
B |A_B.XE| .

Figura 2

Pasi AB = (-3,1, —1), AC=(3,9,-4), AD =(-1,5,—7) kemi se

3 1 -1
V =|[AB,AC,AD] =|[3 9 -4 |=|189+4-15-9-60+21=130, dhe
-1 5 -7
i ] Kk
ABxAC=|-3 1 -1|=—-4i-3j-27k-3k+9i-12j=5i—-15]-30k
3 9 —4

prej ku gjejmé se
B =] ABx AC |= /5> +(~15)* +(-30)* =546
Késhtu, kemi se

v [[AB,AC,AD]| 130 1346

H=g" ABxAC|  5Vi6 23

Nése vektorét jané dhéné me koordinatat e veta, pérkatésisht nése
a=(ay, ay, a.), b= (b, b, b,) dhe ¢ = (¢, ¢, ¢.)

atéheré kushti pér komplaritet t€ vektoréve a, b dhe ¢ &shté
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a, a, a,
b, b, b,=0.
¢ C ¢
Me té vérteté, kemi se
a, a, g,
b, b, b,|=0
¢ C ¢
a a a a a a
nése dhe vetémnése ¢, |’ ‘|+c | *|+c, | . ’|=0. Barazimi
b, b,| Vb, b b, b,
1 fundit éshté ekuivalent me barazimin
(Zy ZZ 8 & ayJ(c c,,c,)=0
y ,['lb, b [’|b, b, oy

qé do té thoté se (a x b)c = 0. Kjo do té& thoté se vektorét a x b dhe ¢ jané reciprokisht

normal, pérkatésisht vektorét a, b dhe ¢ jan€ komplanar.

Shembulli 4. Vlera e parametrit p pér té cilét vektorét a= (1,-3,1), b= (»,1,0)
dhe ¢ = (1,4,8) jané komplanar mund té fitohet prej kushtit pér komplaritet té tre

vektoréve. Prej kushtit pér komplaritet t&€ vektoréve t€ dhéné kemi se

1 -3 1
p 1 0=0.
1 4 8

Me zbérthimin e determinantés né anén e djathté e fitomé barazimin
28p + 7 = 0. Me zgjidhjen e saj kemi se p = — i— Prandaj, vektorét e dhéné jané
komplanar pér p = — % .

Detyra
1. Jané dhéné vektorét a = (1, 5, -1), b = (4, 0, -3) dhe ¢ = (0, -3,1). Njehso
prodhimin e pérzier [a, b, c].

2. Njehso lartésiné e paralelepipedit t€ ndértuar mbi vektorét
a=i-3j+2k, b=-i+2j+k dhe c=-2i+]
nése baza e tij €shté paralelogram, mbi vektorét a dhe b.
3. Gjeji véllimin e tetraedrit té pércaktuar me vektorét a= (0,-3,1), b= (2,7,-3)
dhe ¢=(4,-2,-1).

4. Vektorét a = (3,4,0), b= (0, 2, 2) dhe c= (3, 0,1) a jané€ komplanar?
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9. Gjeje vlerén e parametrit ¢ pér té cilin vektorét a= t1,-2),b=(1,¢t,-1)

dhe ¢ = (1,1, £) jané komplanar.

DETYRA PER PERSERITJE

1Janedhenevektoreta——2p+3q—rb p q+2rdhec—p+q 3r.

- - —

Gjeji vektor d ashtu qé€ vektorét a, b, ¢ dhe d té formojné katérkéndésh.

2. Eshté dhéné g]ashtekendesh 1 rregullt ABCDEF. Shprehi vektorét CB DC
DE dhe EF népérmjet vektoréve a = 4B dhe b = AF.

3. Eshté dhéné gjashtékéndéshi i rregullt. ABCDEF. Trego se
AD + EB+ CF =0,
4. Te tetraedri OABC jané dhéné tehet 52 = 2, 5;? = b dhe 58 = ¢. Me

ndihmén e vektoréve té dhéné shprehi tehet e tjera té tetraedrit.

5. Segmenti AB &shté ndaré né pes€ pjes€ t€ barabarta ku e para prej
pikéndarjeve ka koordinata C(3, -5, 7) por e fundit F(-2, 4, —8). Gjeji koordinatat e
pikave t€ skajshme t€ segmentit t&€ dhéné.

6. Cakto numrin k, pér té cilin vlen (¢ —b) - c=a - ¢ + k.

7. Gjeji vektorin ¢ kolinear me vektorin a+bnésea-b=5 ¢ b=18 dhe
|b|=2.

8. Gjeje kéndin ndérmjet vektoréve x = p + ¢ dhe y=p — ¢, nése | p |=| ¢ |= 3.

9. Gjeji gjatésité e diagonaleve té paralelogramit t€ konstruktuar mbi vektorét
a=2p+qteb=p-2gnése|pl=|q|=1dhe (;,Zl)z%

10. Jané dhéné vektorét a = (2, =3, 1) dhe b = (1, 2, —2). Gjeji prodhimin
vektorial

a) a x b; b) b x a; ¢) (a+b)x (b-a).

11. Jané dhéné Vektoret a= 2%] + Xk b= 21 + 2] +kdhec=—i— 2;’— k. Gjej
vektor d i cili i kénaq kushtet axb=—cxddheaxc=bxd.

12. Jané dhéné vektorét a =i+ + k, b =1+ dhe ¢ = i —j. Gjeji vektor p ashtu
qép-a=3dhepxb=c.

- 5 o

13. Jang dhéné vektorét a = 3i — k, b= 2z+4]+3k c=—i +3] + 2k dhe d = 2i+k.
Gjeji koordinatat e vektoréve a x (b x ¢) dhe (a x b) x (¢ x d).

14. G_] e]l syprmen e paralelogramlt OABC dhe kéndin ndérmjet vektoréve
OA—a—31+]+2kdheOB b=2i— 2J+4k
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o 15. Njehso syprlnen e trekéndéshit 4ABC té konstruktuar mbi vektorét
AB—a—( -2,3,-3)dhe AC= b= (1, 3,-5).

16. Njehso syprinén e paralelogramlt diagonalet e t€ cilit jané formuar me
vektorét AC = a—(3,1, -2) dhe BD=b = (1,-3,4).

17. Jané dhéné vektorét a = (1, 2x, =3) dhe b= (2, x, —2x). Pér cilat vlera té
x vektorét e dhéné jané ndérmjet veti:

a) normal; b) paralel?

18. Pér cilén vleré & parametrit ¢ vektorét a = (log(f — 2), =2, 6), b = (¢, -2, 5)
dhe ¢ = (0, -1, 3) jané komplanar?

19. Njehso véllimin e paralelopipedit té konstruktuar mbi vektorét

OAd=da=(1,-1,1),0B=b=(2,2,~1)dhe OC=c = (3, -1, 0).

20. Njehso lartésin€é e paralelopipedit t€ konstruktuar mbi vektorét
OAd=a=3,-2,5), 0B=b=(1, -1, 4) dhe OC = ¢ = (1, -3,1), nése baza e tij &shté
paralelogram mbi vektorét OA = a dhe OB = b.
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8.1. Determinantét e rendit té dyté
Le té jené a, b, ¢ dhe d numra real€ t€ dhéné dhe ad, bc jané prodhimet pérkatése.

a
Vlera e shprehjes ad — bc, t€ shénuar né ményré skematike quhet determinanta

b
e rendit té dyté; domethéné al= ad — bc.

C

Numrat a, b, ¢ dhe d quhen elementet e determinantés. Ato jané€ té renditura né
dy rreshta (horizontalisht) dhe né€ dy kolona (vertikalisht), kurse né formé
krygé€zore formojn€ dy diagonale. Rreshtin e paré e pérb&jné numrat a dhe b, kurse
t€ dytin numrat ¢ dhe d. Kolonén e paré e pérbéné numrat a dhe ¢, por t€ dytin
numrat b dhe d. Numrat a dhe d formojné diagonalen kryesore, kurse numrat b dhe ¢
e formojné diagonalen dytésore.

NE pajtim me até q€ u tha sipér mund t€ pérfundojmé se determinanta e rendit té
dyté éshté e barabart€é me ndryshimin e prodhimeve t€ elementeve té diagonales kryesore
dhe té diagonales s€ dyté.

Shembulli 1. Themi se vlera e determinantés €shté —23, pasi
‘—2

5
=-2-4-5-3=-8-15=-23.
3 4

Determinantét e rendit t€ dyté 1 kané kéto veti:
1. Vlera e determinantés nuk ndryshon, nése rreshtat merren pér kolona, duke, ruajtur
bl |a ¢

d b d

numrin rendor, domethéné do té thoté

Shembulli 2. Vlera e determinantés

1
4‘ =3-41-5=12 -5 =7, éshté e barabarté

me vlerén e determinantés té fituar me zévendésimin e rreshtave me kolona
35

=3.4-5.1=12-5=7.
1 4

2. Determinantét me dy rreshta t& barabarté (kolona) e ka vlerén zero, domethéné

a b a a
=0 =0
a b b b
Shembulli 3. Pér vlerén e determinantés me dy rreshta té barabarté kemi
7 4
=7-4-4.7=28-28=0.
7 4
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3. Me zévendésimin e té dy rreshtave (kolonave), vlera e determinantés e ndryshon

a b cd(ab_‘ba}

d a blllc d d c
6
3‘:2-3—6-4:6—24:—18,ndérsa

shenjén né t€ kundért, domethéné

Shembulli 4. Vlera e determinantés

vlera e determinantés

3
6‘:4-6—3-2:24—6:18.

4. Nése elementet e njé rreshti (kolone) jané té barabarta me zero, até€heré vlera e
0 0 b a o0

c d 0 d 0

determinantés éshté e barabarté me zero; domethéné =0, =0, =0.

Shembulli 5. Pér vlerén e determinantés elementet e té cilés te rreshti i paré jané té

barabarta me zero kemi
00
g =0-8-0-2=0-0=0.

5. Vlera e determinantés shumézohet me numér, kur me até€ numér do t€ shumézohen té

a b| |ka kb (kab akb]

c c d ¢ dl |c kd
Shembulli 6. Vlera e determinantés e shumézuar me. numrin 7 éshté

gjithé elementet e njé rreshti (kolon€); domethéné k = =

1
7.
3

kurse vlera e determinantgs te e cila t& gjith€ elementet e rreshti té paré€ jané t€ shumézuar

6
9‘:7(1-9—6-3):7-(—9):—63,

me 7 &shté =(7-1)-9—(7-6)-3=63-126=—63.

6. Nése elementet pérkatése prej té dy rreshtave (kolonave) jané proporcionale, vlera
a b a ka

=0 =0
ka kb

b kb
Shembulli 7. Pér vlerén e determinantés te e cila elementet prej t€ dy rreshtave jané
proporcionale kemi

14 8
=14-4-8-7=56-56=0.
7 4

e determinantés éshté e barabarté me zero; domethéné

7. Vlera e determinant€s nuk ndryshon, nése ndaj elementeve t€ njé rreshti (kolone) i
shtojmé pérkatésisht elementet prej rreshtit tjetér (kolonés) t€ shumézuar paraprakisht me

a bl |a+kc b+kd a bl |la+kb b
c d | c d ¢ d lc+kd d|)

Cdonjéra veti prej sipér t€ determinantés té rendit t&€ dyté, lehté mund t€ kontrollohet me

numér t& njéjté€ k; domethéné = =
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me njehsimin e vlerés s¢ ¢do determinanté prej t€ dy anéve, pérkatésisht barazimi. Pér

ilustrim do ta realizojmé veting 7.

a+kc b+kd
D= =(a+kc)d—(b+kd)c=
C
a b
=ad +kcd —bc—kdc =ad —bc = =L
cd
Detyra
1. Njehso vlerat e kétyre determinantéve:
2 -3 a a’ cosa —sina
a) ; b) ; ©) ;
-1 5 1 a sinag cosa
2. Zgjidhi barazimet:
Xx+1 4 xP-x X
a) =0; b) 0;
2 x-1 Xx-1 x+1
3. Zgjidhi pabarazimet:
X _2 X— 2 —1
a) >5; b) >8;
ax. 2 30 x+2

a’+ab+b?> a’-ab+b?

¢)
a+b a-b
X—2 1
) =0.
X+2 (x+2)°
3X X
¢) > —14.
2X -4

8.2. Determinantét e rendit té treté

Koncepti pér determinantén e rendit té treté

Le t€ jené a;, b, ¢; (i=1,2,3) numra realé t€ dhéné. Vlera e shprehjes

a,b,C; +a,b,¢, +a3b,c, —a;b,c, —a,bc; —absc,

ghahloraar mémadexre skematike
a b G
a2 b2 C2

a; by ¢

quhet determinanté e rendit té treté. Domethéné,

a b €

a; by G

Q b, Gl= a,b,c, +a,b;c, +asbc, —a;b,c, —a,bc, —absc,.

Numrat a;, b;, ¢; (i = 1, 2, 3) quhen elementet e determinantés. Elementet jané

renditur

né rreshta (horizontal) dhe tri kolona (vertikale). Elementet a;, b,, c; e

pérbéjné diagonalen Kkryesore, por as, by, c¢; e pérbéné diagonalja dytésore e

determinantés.
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Te shprehja e paraqitur me determinanté té rendit té treté, tre prej mbledhésve té
paré paragesin prodhime prej nga tre elemente, té cilét shtrihen te diagonalja kryesore
(a1, by, c3) dhe te kulmet e trekéndéshave, bazat e té€ ciléve jané paralele me
diagonalen kryesore (a;, b3, ¢; dhe as, by, ¢;), (figura 1). Kéta tre anétaré prej
barazimit q€ merren, paragesin prodhime prej nga tre elementet, t€ cilét shtrihen te
diagonalja dytésore (a3, by, ¢) dhe te kulmet b;, ¢; e trekéndéshave me baza paralele me
diagonalen dytésore (a,, b, c3 dhe a;, b3, ¢;), (figura 2).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Pér njehsimin e vlerés s€ determinantés sé rendit t€ tret€ e shfrytézojmé té
ashtuquajturén rregullén e Sarusit. Sipas késaj rregulle, pér ta njehsuar vlerén e
determinant€s, djathtas prej saj i shkruajmé kolonén e paré dhe t€ dyté, ku ato jané
kolona e katért dhe e pesté e skemés sé re drejtkéndore. Pastaj prodhimet e elementeve
(nga tre), q€ shtrihen te diagonalja kryesore dhe né t€ dy diagonalet paralele me até i
marrim me shenjé pozitive, kurse prodhimi i elementeve (nga tre) qé shtrihen te
diagonalja dytésore dhe né té€ dy diagonalet paralele me até 1 marrim me shenjé negative
dhe kéto gjashté prodhime i mbledhim (figura 3).

2 -13
Shembulli 1. Vlera e determinantés [0 2 5| éshté
-3 14

2 -13]2 -1
0 250 2=2-2:4+(=1)-5-(=3)+3-0:1-3-2-(=3)=2-5-1—(=1)-0-4=39.
31 4]-3 1

Zbérthimi i determinantés sipas elementevee té rreshtit té¢ dhéné (kolona)

Elementet e determinantés té cilat jan€é ¢farédo numra realé t&€ dhéné (numra té
pérgjithshém) ndonjéheré €shté mé e pérshtatshme té€ shkruhen me njé shkronjé, duke
venduar te ajo indeksa g€ do té na tregojné€ numrin rendor té rreshtit dhe numrin rendor
té kolonés té ciléve u takon elementi i dhéné. Me marréveshje, indeksi i paré gjithmoné
do ta paraget numrin rendor té rreshtit, kurse indeksi i dyté — numrin rendor té kolonés.
Késhtu, pér shembull, pér i = 1, 2, 3, rreshtit té tret€ j = 1, 2, 3 a;; Eshté element prej
rreshtit i dhe kolona j e determinantés nga rreshti i treté

a a, a3
Q) a,, Ayl
3 a3, a3
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Kété determinanté do ta llogarisim pér determinanté t& dhéné pérgjithshme té rendit té treté
dhe shkurtimisht do ta shénojmé me D. Pér kété do t€ fusim dy koncepte t€ reja té€ cilat
leht€sohen t€ gjitha determinantét e rendit té tret€. Ato jan€ konceptet minor dhe komplement
algjebrik pérkatésisht t€ elementit t€ dhéné t€ determinant€s.

Pér ¢farédo zgjedhje t€ 7, j (1 <1i,j < 3), n€se e névizojmé rreshtin i dhe kolonén j t&
determinantés t€ rendit té tret€, elementet e tjera formojné determinanté t€ rendit t€ dyté A;, e
cila quhet minor i elementit a;;.

Shembulli 2. Pasi ¢do element ka minorin e vet, mund té pérfundojmé se njé
determinanté e rendit t&€ treté ka nénté minoré t€ ndryshém. Ja tre prej tyre té cilét u
pérgjigjen elementeve ay,, ays, as;, pérkatésisht:

ay; Ay Q; Q, a3
A12 = > A23 = > A31 = .
a3 a3 a3 a3 Ay Ay

Komplementi algjebrik i elementit &; t€ determinantés s€ rendit t€ treté quhet numri
A4;= (1) Ay, ku Ay €sht€ minor i elementit a;; .

2
Shembulli 3. Komplementet algjebrike t€ elementeve a3; dhe a,; jan€ pérkatésisht:

a,, Qi 8 8
3+1 . _ 2+3 _ _
A31 =(-D Az =A31 = > Az3 =(-1) A23 =—Ay = .
Ay Ay a3 93

Vlera e determinantés té rendit té treté mund té fitohet me ndihmén e elementeve té
njé rreshti (kolone) dhe me at€ numér pérkatés, pérkaté€sisht me zbérthimin e
determinantés sipas elementeve té rreshtit t& zgjedhur (kolona). Pérkatésisht, vlera e
determinant€s té rendit té tret€ éshté e barabarté me shumén e prodhimeve té elementeve
té ¢cfarédo rreshti i (kolone j) e shumézuar me komplementet e tyre algjebrike pérkatése

A=ay - A+, Ay +8;- A, 1<1<3
(A=a;-Aj+ay-Aj+ag A 1<j<3).

Hipanvbplli. 410 mahéntheMecwpasmrashiitd€adydCaicpaa lsemna (i =2). Umame
A =8y,8,,85; + 85,8383 +85,8),8; — 83,8,5,83 — 8y 8833 — 81838y =
=ay, (a32a13 - a12a33) +a,, (a11a33 - a31a13) + 8,3 (a31a12 - a11‘5‘32) =
q, a3 Q; a3 a;
=—dy +a,, —ay; =8y Ay +anAy, +a, A
a; adg a3 Az a; Ay
3 21
Shembulli 5. Ta njehsojmé determinantén A=|-1 4 2|.

5 31
Me zbérthimin e elementeve té rreshtit t€ paré kemi
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3 21

42 -12 -14

A=|-1 4 2|=3. +1- =-9.

—(-2)-

=31 51 5-3

5 31

Zbérthim 1 i determinantés €shté e dobishme té€ kryhet sipas atij rreshti ose kolone qé
pérmban elemente zero.

2 03
23
Shembulli6. [0 8 2/=0-A,+8-A,+0-A, =8(-1)"" =56.
1
1 05
a'11 a'12 al3
Determinanta e formés |0 a, a,| quhetlarté trekéndore, kurse determinanta
0 0 a,
a, 0 0
e formés |a,, a,, 0 |quhetposhté trekéndore.
a31 a32 a33

a'1 1 a12 a13 a1 1 0 0

Lehté kontrollohetse |0 a,, ayl=la, a, O0|=4a,a,a;;.

0 0 a33 a31 a32 a33

-1 3 5
Shembulli 7. Determinanta |0 7 11| éshté larté trekéndore, kurse determinanta
-2
3 0 0
-2 9 0] &shté poshté trekéndore.
7 21 -5
Detyra
1. Njehso vlerat e determinantéve:
1 -1 -1 12 1 abec 1 a a
a)ll 1 -1; b) |3 -5 3|; ¢ lc a bf; ol b b2
1 1 1 2 7 -1 b ¢ a 1 ¢ c2

2. Zgjidhi barazimet sipas t€ panjohurés X:

x> 4 9 1 0 x+1 a x 1
a) [x 2 3|=0; b)[1 2 (x+1?*=0; ¢lx b 1]=0
1 1 1 1 3 (x+1)° a b 1

3. Njehso vlerat e determinantéve:

139



Njésia modulare 8

x> +1  xy Xz 0 X vy a b ¢
a)| xy y*+1l yz |; M |-x 0 z; ¢) -1 x 0f;
Xz yz 72 +1 -y -z 0 0 -1 x

ku x, y, a, b jané ¢farédo numra real€ t€ dhéné.

4. Njehso determinantét me zbérthim té elementeve té ndonjérit prej rreshtave:

1 11 011 a b c
a)|l 2 3; byl 0 1; o b c al.
1 36 110 c ab

5. Njehso determinantét me zbérthim sipas elementeve t€ ndonjérés prej kolonave:

1 23 I 1 1 Xy z
a) 4 5 6 b) 4 5 9 ¢ |z X Y
7 89 16 25 81 y z X

ku x, y, z jan€ ¢farédo numra real€ t& dhéné.

8.3. Vetité e determinantéve té rendit té treté

N¢é kété mésim do t€ pérmendim ndonjé€ veti t€ determinantéve t& rendit t& treté.
1. Determinanta nuk e ndryshon vlerén, nése rreshtat zévendésohen me kolonat, duke

8y 8, Az (& 8y &
ruajtur numrin rendor; domethéné |a,, a, a,|=la, a, a,|
83 83 A [&3 8y Ay
Me té vérteté, ta shénojmé me A determinantén e anés s€ majté t€ barazimit, kurse

me A determinantén prej anés sé djathté t& barazimit. Nése determinantén A e zbérthejmé
sipas rreshtit t€ par€, kurse A — sipas elementeve té kolonés s€ paré, kemi

A=ay A +a, A, +a3As die A=a A +a,A, +a3A;
prej ku vijon A = A.

-2 5 4
Shembulli 1. Vlera e determinantés |3 7 -3[=-319 &shté e barabarté me vlerén
8 9 1

e determinantés té fituar me z€vend&simin e rreshtit t€ paré me kolonén e paré
-2 3 8

5 7 9/=-319.
4 31

2. Gjat€ zé€vendésimit t& vendeve t€ dy rreshtave (kolonave), vlera e determinantés e
ndryshon shenjén né t&€ kundért.
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a; @, a; a; Q, a
Nése A=|a,; @,, a,|,at€heré A=|a,; a,, a,,| éshté figuré determinanta A me
a3 a3 Ay Q33 a3 Ay

zévendésimin e vendeve t& kolonés sé paré dhe t& treté. Duke zbérthyer determinantén A
sipas elementet e kolonés sé¢ paré, kemi

8y 8y dp 8y a, 4
+ a3
83 8y ay &y

A=a, =

—dy

A, 4y
= —a3(8y,8, — 83,8 ) + 8y (8183, —85,8),) — &35 (8) 18 — Ay Q) =

ay Ay a; ap a; 9y
=7d3 23 — a3 .
a3 a3 a3 a3 Q Ay
Duke e zbérthye tani determinantén A sipas elementeve té kolonés s¢€ treté, kemi
a a a a a a -
A=a,| ' Pleay | Plrag| 7| Iwemethéng, A=-A.
8 a3 8 a3 8 8y
1 5 4
Shembulli 2. Vlera e determinantés |6 7 —3|=134, kurse vlera e determinanta
2 9 1

e fituar me zévendésimin e vendeve t€ rreshtit t& paré me t€ rreshtin e dyté €shté
6 7 -3
1 5 4|=-134.
2 9 1

3. Determinanta me dy rreshta (kolona) t€ barabarta e ka vlerén zero.

Me té vérteté, nése te determinanta A t€ dy rreshtat e barabarté i zévendésojné vendet,
vlera e determinantés ngel e njéjté, kurse sipas vetis€ 2, vlera e determinantés patjetér ta
ndryshon shenjén né t€ kundért. Prandaj, patjetér t€ jeté A = —A, ose 2 - A = 0. Prej kétu
A=0.

Shembulli 3. Pér vlerén e determinantés me dy kolona té barabarta kemi

-1 5 -1
9 7 9|=0.
2 9 2

4. Nése té gjitha elementet e njé rreshti (kolone) jané zero, at€heré vlera e determinantés
éshté zero.

Me té vérteté, me zbérthimin e determinantés A sipas rreshtit (kolonés), te e cila t€ gjitha
elementet jan€ zero, kemi A = 0.

Shembulli 4. Pér vlerén e determinant€s elemente e t€ cilés t€ rreshtit té treté jané té

4 5 -1
barabarta me zerokemi -2 7 9|=0.
0O 0 O

141



Njésia modulare 8

5. Determinanta shumézohet me numér kur me até numér do té€ shumézohen té
gjitha elementet e njé rreshti (kolone t& njé;jte).

a, a, a3| [k, a, a;
A=kla, 8y ay|=kay ay, ay|
A A3 | |Kay, &y, ag

Me t€ vérteté, me zbérthimin e determinantés A sipas elementeve t& kolonés sé paré
kemi

A=ka, A +kay Ay +Kay Ay = k(@ A+, A +ag Ay)).

Shembafli 5. Bipeaeabatermanantéspvehmaiarar memMmoend &htdpojor 3 u3Hecysa
1 5 -1

3|8 7 9|=-1281, kurse vlera e determinantés te cila té gjithé elementet e
-4 9 2
1 5 3
kolona treté e shumézuar me numrin 3 ésht¢ |8 7 27|=-1281.
-4 9 6

6. Nése elementet pérkatése t€ dy rreshtave (kolonave) jané proporcionale, até€heré vlera
e determinantés Eshté e barabarté me zero.

a; @8y a3
Nése supozojmé se A= |a,, @,, &, | até€heré duke filluar s€ pari t€ vetisé 5,
ka,, ka,, ka,;
por pastaj vetisé 3, kemi
8 8y a3
8y 8y 83

Shembulli 6. Pé&r vlerén e determinantés te e cila elementet prej dy kolonave té para

3 6 -1
jané proporcionale kemi (4 8  9|=0.
-5 -10 2

7. Nése ¢do element i ndonjé rreshti (kolone) té determinantés A éshté shumé prej
n mbledhésve, atéheré A mund t€ paraqitet si shumé A, + A, +..+ A, prej n
determinantéve, ku té gjitha elementet me pérjashtim t€ elementeve prej rreshtave
(kolonave) jané té njéjta sikurse A. Te determinanta e paré — mbledhési A; rreshti
(kolone) pérbéhet prej mbledhésve t€ paré, te e dyta pérbéhet prej té dytave, etj., edhe te n
pérbéhet prej n — mbledhésve.

Pér t’u konstatuar barazimi
a+s+p boc| & bl |s b g p b ¢
a,+s,+p, b, ¢)|=a, b, ¢,|+s, b, |+ |p, b, ¢,
a+S;+ Py byoc| |ay by ¢y sy by ¢y [Py by oG
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€shté e mjaftueshme determinanta fillestare ta zbérthejmé sipas kolonés s¢ par€.

3 6 -1
Shembulli 7. Elementet e kolonés sé€ paré t€ determinantés (4 8 9
-5 -11 2

pérkatésisht, jané shuma prej elementeve pérkatése t€ kolonave t€ para t€ determinantéve
1 6 -1 2 6 -1

2 8 9|dhe |2 8 9|, pérkatésisht vlen barazimi
-3 -11 2 -2 -11 2

3 6 -1 |1 6 -1 |2 6 -l

4 8 9|=2 8 9(+|/2 8 9|
-5 -11 2| -3 -11 2| |-2 -11 2

8. Nése ndaj elementeve té njé rreshti (kolona) e determinanta shtohen elementet
pérkatése té rreshtit (kolonés) té dyté paraprakisht i shumézuar me njé numér té njéjté &,
atéheré nuk ndryshon vlera e determinantés.

Me shfrytézimin e njépasnjéshme té vetisé 7, t€ vetis€ 5 dhe t€ vetisé 3, kemi

a tka, a, a;| |a; &, a; A, ap Q3| (& &y a3
&y +Kay 8y ay|=ay 8y ay|tk |8y 8y ay|= [y 8y ay|
ay +kay, ay, ay;| |4y &y as, 83 83 3| &3 A3 8
3 6 -1
Shembulli 8. Vlera e determinantés | 4 8 9 |=31, kurse vlera e determinantés ¢
-5 -11 2
fituar me shumézimin e kolonés s€ paré me numrin 4 dhe shtuarjen e kolonés sé treté
3 6 11
éshté |4 8  25|=3l.
-5 -11 -18

9. Nése elementet e njé rreshti (kolone) té determinantés jané kombinime lineare té
elementeve pérkatése té dy rreshtave (kolonave) tjera, at€heré vlera e determinantés €shté
e barabarté me zero.

Me zbatimin e vetisé€ 7 dhe té vetisé€ 6, kemi

a ap Xatya,| (@ ap Xa,| (& &) Ya,
) 8y Xy +Yay|= |8y 8y Xy |+ (3 8y YAy,|=0+0=0.
831 83y Xa3; tYas| |83 83 X8| |83 83, Yai

Shembulli 9. Elementet te kolona e treté te determinanta nisése jané shumat prej
elementeve pérkatése t€ kolona e paré dhe e dyté€, pra kemi se
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3 6 9 3 6 3+6 3 6 3 3 6 6
4 8 12|=/4 8 4+8 =14 8 4|+|4 8 8 |=0+0=0.
-5 -11 -16, |-5 -11 -5-11 |-5 -11 =5 |-5 -11 -I1

10. Shuma e prodhimeve té elementeve t€ c¢farédo rreshti (kolona) me
komplementet algjebrike pérkatése té elementeve prej rreshtit (kolona) tjetér &shté e
barabarté me zero.

Pér kété veti, elementet e kolonés s€ tret€¢ do t’i shumézojmé pérkaté€sisht me
komplementet algjebrike t€ elementeve prej kolonés s€ paré t’i shumézojmé pérkatésisht do té
tregojmé se vlen barazimi

a3 A +aynhy +aghy =0.
Pasi komplementet algjebrike té elementeve prej kolonés sé paré formohen pa

pérdorimin e elementeve prej asaj kolone, pér ¢farédo numra x, y, z vlen barazimi
X 8 a;

Y 8y ay|=XA+ YA, +ZA;.

Z 8 8y

N¢€ vecanti pér x = a3, ¥ = az3, Z = ass, fitojmé se

a3 A, a3
a A +ay Ay +ag Ay =18y 8y ay|=0.
833 &3 Ay
3 2 -1
Shembulli 10. Nése elementet e kolonés s¢€ treté t€ determinanté€s | 1 0 I i
-2 -4 2
shumézojmé me komplementet algjebrike té€ kolonés sé paré kemi se
0 1 2 -1 2 -
(-1 +1 +2 =(-1)-4+1-0+2-2=0.
—4 -4 2 0 1
Detyra
1. Duke shfrytézuar vetité e determinant€s prej rreshtit té treté, gjeji vlerat e kétyre
AR HERHBENISTEPMIHAHTH:
123 1 525 123
a) 48 5(; b) (1 7 49(; c) |4 8 12|
367 1 8 64 369

2. Duke 1 shfrytézuar vetité e determinantés, kéto determinanta sjelli deri te forma
lart€ trekéndore, kurse pastaj njehso vlerat e tyre:

I 2 0 1 2 3 0 1 1
a)|-1 0 1}; b)|1 4 5|; ¢ |1 0 1.
2 11 1 6 7 2 1 1

3. Zgjidhi barazimet te e panjohura x me shfrytézimin e vetive t€ determinantéve:
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x> 4 9 1 0 x+1 a x 1
a)|x 2 3|=0; b)[1 2 (x+1)*|=0; olx b 1=0
11 1 3 (x+1)° a b1

Duke i shfrytézuar vetité e determinantés t€ rendit té treté, vértetoi kéto identitete.

X+2a y+2b z+2c 1 a a’-bc
4. |x y z |=0. 511 b b*—ac|=0.
a b c 1 ¢ c’-ab

a’+1 ab ac
6.l ab Db*+1 bc |=1+a’+b’+c’
ca cb  c?+1

8.4. Sistem prej barazimeve lineare me tre té panjohura

Determinantét e rendit té treté€, n€ ményré analoge determinantét e rendit t€ dyté, mund
t’1 shfrytézojmé pér zgjidhjen e sistemeve prej tre barazimeve lineare me tre t€ panjohura.
Le té jeté dhéné sistemi 1 pérgjithshém prej tre barazimeve me t€ panjohura, x,
v, z, te 1 cili koeficientét e sistemit prej shkaqeve praktike jané shénuar me shkronjat
¢ njéjta dhe indeksa, ay, i, j = 1,2, 3, kurse anétarét e lir€ me b;, i = 1,2,3
a X+a,y+a;z="0h
8, X+a,Yy+ayz=D0,. (1)
a3 X+a5,Y+a;2=b;

Koeficientét para x, y dhe z e formojné determinantén e sistemit, t€ shénuar me A,
a 8y &
A=1a, 8y ay

83 83 8y
kurse determinantét e
by a, a; a, b a; a, a, b
Ac=lby, ay ayl, Ay=lay by ay|, A, =lay a, b,
by ay, a; ay by a; a, ay, b

quhet determinantét e té panjohurave x, y dhe z, pérkatésisht.

T¢ zgjidhet sistemi do t& thoté t&€ gjenden vlerat e t€ panjohurave, nése ekzistojné, qé i
kénaqin té tre barazimet e sistemit dhe paraqesin zgjidhje t€ vet ose t€ konstatohet
kundérthénia e sistemit.

Nése sistemi (1) éshté johomogjen, pérkatésisht nése t& paktén njérin prej anétaréve té
liré by, i =1,2,3, nuk &shté zero, até¢heré t&€ mundshme jané kéto raste.

Rasti |. Nése A = 0, at€heré sistemi (1) ka zgjidhje té vetme

WEy Ny BTy
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Formulat e sipérme quhen formulat e Kramerit, kurse zgjidhja e fituar me zbatimin e
kétyre formulave thuhet se éshté fituar me rregullén e Kramerit.

Shembulli 1. Sistemi i barazimeve
—2X+3y—-4z=1
3X—y+z=2
X—4y+5z2=-3
YAz STRAHGEBEAIQ AFHICTHUR] Anack: H=enfl JAMRMe: TEKA As 44dhd /A 4= 1), AprejOk Qi
P tHETO nobusame

= = = Z,=—2=—=0.
A 4 AN A 4
Rasti Il. Le té jet€ A = 0. T€ mundshme jané kéto raste:
I1. Nése t€ paktén njéri prej derminantéve A,, A/, A, éht€ e ndryshme prej zero,

atéher€ sistemi (1) éshté kundérthénés.

Shembulli 2. Sistemi i1 barazimeve
2x+3y—-4z=1
3X=y+z=2
X—4y+52=0
€shté kundérthénés pasi A=0, por A, =1#0.

I12. Nése A, = A, = A= 0, at€heré€ sistemi i barazimeve (1) ka ose shumé pafund zgjidhje

ose éshté kundérthénés.

Shembulli 3. Pér sistemin

X+3y+z=2
2X+6y+2z=4
3X+9y+3z2=6

kemise A=A, =A,= A, =0, g€ do t€ thoté se ai ka shumé zgjidhje té pafundshme ose &shté
kundérthénés. Duke vérejtur se sistemi mund té shkruhet sikurse

X+3y+z2=2

2(X+3y+2)=2-2

3(Xx+3y+2)=2-3
kemi se zgjidhjet e sistemit jan€ zgjidhje t€ barazimit x + 3y + z = 2 qé€ ka pafund shumé
zgjidhje; treshja x, y, z = 2 — x — 3y &shté zgjidhje e pérgjithshme éshté ¢farédo numra realé
té zgjedhur x, y.

Shembulli 4. Pér sistemin

2X-y+z2=3
6Xx—-3y+3z=6
8Xx—4y+4z=4

kemise A=A, =A, =A, =0, g€ do t€ thot€ se ka shumé zgjidhje t€ pafundshme ose
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2X-y+z=3
éshté kundérthénés. Sistemi &shté ekuivalent me sistemin < 3(2Xx—y+2)=3-2, q¢ &shté,
42x—-y+2)=4-1

2X-y+z2=3
exmkravalaetime sigteenor < 2X — Y +2z =2. Sistemi i fundit qarté €shté kundérthénés, q€ do té
2X—-y+z=1

thoté se edhe sistem 1 1 dhéné éshté kundérthénés.

Nése sistemi (1) ésht€ homogjen, pérkatésisht nése t€ gjithé anétarét e liré b;, i = 1, 2, 3,
jané té barabarté me zero, atéheré qarté €shté se gjithmoné ka zgjidhje zero ose triviale x =0,
y=0,z=0. Sistemi ka zgjidhje jotriviale nése dhe vetém nése determinanta e sistemit €shté e
barabarté me zero, pérkatésisht A = 0.

X+y+z=0
Shembulli 5. Sistemi 1 barazimeve lineare X+2Yy+2z =0 nuk ka zgjidhje jozero
X+Yy+3z2=0
pasiA=2#0.
6X+3y+2z=0

Shembulli 6. Sistemi i barazimeve lineare <2x+y+z=0  ka pafund shumé
4x+2y+32=0
zgjidhje pasi A=0. Pér t’i gjetur zgjidhjet jozero veprojmé né két€ ményré: Prej
barazimit t€ dyté sistemi fitohet z = —2x — y dhe me zévendé&simin e z me shprehjen
—2x — y barazimi 1 paré dhe i treté sillen n€ barazime 2x + y = 0 dhe —2x — y = 0. Prej
kétu pér ¢farédo numér real t€ zgjedhur ¢ treshja x = ¢, y = —2¢, z = 0 paraqet zgjidhje té
sistemit.

Shembulli 7. Varésisht prej parametrit m ta diskutojmé zgjidhjen e sistemit té
X—my+z=4

barazimeve: 2X+ 3y—-z=3
2mx— y+z=11.
Kemi se
I —-m 1
A=[2 3 —l|=3+2m*-2-6m-1+2m=2m*—-4m=2m(m-2)
2m -1 1
4 -m 1
A, =13 3 -1=12+1Im-3-33-4+3m=14m-28=14(m-2)
11 -1 1
I 4 1
A,=12 3 -1|=3-8m+22-6m+11-8=-14m+28=14(2-m)
2m 11 1
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1 -m 4
A, =2 3 3|=33-6m*-8-24m+3+22m=-6m>—-2m+28=
2m -1 11

=—6(M-2)(Mm+ %)

Diskutimi i zgjidhjeve varésisht prej parametrit m:
1°Pér m=0dhem=2, A= 0 dhe sistemi ka zgjidhje té vetme:

A 14m-2) T _ﬁ_ 142-m) -7,

2 2

A _2m(m—2) m A _2m(m—2) m
_i_—6(m—2)(m+g)__ 7
A 2m(m=2) m

2°Pér m=2, A=A, =A, =A, =0. Duke e shumézuar barazimin e paré me 2 dhe duke

shtuar te barazimi i dyté fitohet barazimi i tret€. Prandaj, sistem i ka shumé zgjidhje t&
pafundshme. Zgjidhja e pérgjithshme mund té gjendet prej dy barazimeve té para:
X —2y+z=4

2X+ 3y-z=3
dhe ai gshté (X, 7—-3x, 18—7x).
3P Pe&rm=0,A=0, A, #0, paacsistemonukha pejidijee.

L
1. Zgjidhe sistemin e barazimeve:
2X-3y+2=9 X+2y—-z=5 4x-y+3z=1
a) {X+2y-32=-6 ; b) {3x—-y+4z=2; ¢) 43X+2y—-z=3 .
4x-5y-2z=12 2x-3y+5z=1 X=3y+4z=-2

X+y+z=1
2. IpseeptrolbxacrictemoT bamoipienw phibake < X +2y+az =0 pér ¢do vleré té
2Xx+ay+z=2
parametri a ka zgjidhje té€ vetme. Gjeje até zgjidhje.

3. Gjeji té gjitha zgjidhjet e sistemit t€ barazimeve lineare homogjene:

3Xx+7y+32=0 X+2y+2=0
a) <X+4y+2z2=0 ; b) <2x+7y-z=0.
X—=y-z=0 3x-5y+3z=0

4. Kontrollo se pér ¢faré€do vlera té€ parametrave a, b dhe c, sistemi
ay+bz =0
—ax+cz =0 ka pafund shumé zgjidhje.
—bx—cy=0
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X+y+z=1
5. Vérteto se sistemi i barazimeve lineare {X+2y+az =0 pér ¢farédo vlere té
2X+ay+z=2
parametri a ka zgjidhje t€ vetme. Gjeje até zgjidhje.

6. Shqyrto pér cilat vlera t€ parametrit a sistemi i barazimeve

2Xx+ay—-z=38
ax+2y+z=20
X+y—-2z=-5

a) ka pafund shumé zgjidhje;
b) éshté kundérthénés; c) ka zgjidhje t€ vetme.

8.5. Koncepti pér matricé

N¢ ekonomi shpesh analiza e llojeve té ndryshme té€ t€ dhénave kérkon paraqitjen e
tyre me tabel€. Pér shembull, firma ndértimore e cila ndérton tre lloje té€ shtépive, me
ndihmén e tabelés e ka paraqitur numrin e njésive prej ¢do lloj t€ materialit t&€ nevojshém
pér ndértimin e tyre.

Shtépi pér banim Shtépizé vikendi Shtépizé vikendi
né det né mal
Dru 20 12 36
Hekur 56 66 14
Cimento 68 84 24
Gur 15 70 40

Numrat prej tabelés mundemi t’i shkrjuajmé n€ formé t€ skemés drejtkéndore

20 12 36
56 66 14
68 84 24
15 70 40

cila n€ ményré té thjeshté 1 jep té gjitha informatat q€ 1 pérmban tabela e sipérme. Té
menduarit e kétillé jep motivim pér futjen dhe shqyrtimin e konceptit matricé.

Skema drejtkéndore e formés

d; a, ... Q,

a, a5, .. a
A= .21 22 2n

dpn Ano - Qg

ku a; eR,i=12,..m, j=12,.,n, cephsamaneijdhe shénolatynreco

A=[a;lpns i =1,2,0m, j=12,..,0.

mxn 2
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Le t€ jet€ 4 = [a;j ],uxn €shté€ dhén€ matrica m— horizontale n— ¢ift rrotullues

(8,1,850811)s (By580 50008y )yereeenn 5 (@15 Qp1pseees By )
quhen rreshta t€ matricés, kurse n — vertikale m — ¢ift rrotullues

(81158 5000801 )y (8155805 50ees By )yeenvennn (8,585,505 80)
quhen kolona t€ matricés. Numrat &, i=12,.,m, j=12,.,n, cquiepeelemente
t€ matricés. Elementi  &;  quhetij—elemente dhe gjenden né prerjen e rreshtiti —
dhe kolona j—. Matrica me m rreshta dhe n kolona quhet m x n matricé ose
matrica e rendit m x n.

4 1 -6 0
Shembulli 1. Matrica A=|9 0 7 10| éshté matricé e rendit 3 X 4,
6 8 -2 5
pasi tre rreshta dhe katér kolona. M¢& sakté, t€ tri katérshet prej numrave té
ndryshém (4,1, — 6, 0), (9, 0, 7, 10) dhe (6, 8, -2, 5), i pér rreshtin e paré, t& dyte,
pérkatésisht t€ matricés A4, kurse katér treshet vertikale prej numrave real
4,9, 6), (1, 0, 8), (-6, 7, —=2) dhe (0,10, 5), i pérbéjné, kolonén e dyté, té treté
dhe té katért, pérkatésisht, t€ matricé€s A. Pérve¢ késaj, pér shembull a3 = 7,
pérkatésisht elementi 7 gjendet te prerja e rreshtit t€ dyté dhe kolonés sé treté.
Ngjashem apn = 4, aig = O, aszy = -2 etj.

Pér dy m x n matrica té rendit t€ njé&jt€ 4 = [a;; ]ux, dhe B = [bj; <, themi
se jané t€ barabarta, nése a;; = by, péri=1,2,...,m dhej = 1,2,.., n.

1 4
1 3 2
Shembulli 2. Matricat A={4 | 2} dhe B=|3 0 | nukjané té barabarta
6 6

pasi A &shté 2X3 matricé, kurse B &shté 3x2 matrica.

X z 35
Shembulli 3. Matricat A= { J dhe B = L 4} jané té barabarta nése x = 3,
y

y=l, z=5 dhe t =4.

b

A le t€ jeté mxmn matrica. Matrica e transportuar A’ e A &shté nxm
matrica te e cila rreshtat e 4 paragesin kolona t€ A, por kolonat e 4 paragesin

rreshta t& A', pérkatésisht. Me tjera fjalé, nése 4 = [a; ], dhe 4" = [d; ],

atéheré a'; = a;;. Pérkatésisht,

all 3.21 cee aml

Al Bn 2

m2
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2 0
Shembulli 4. E transponuar 3x2 matrica A=|3 —1|, &shté 2x3
0 4

2 3 0
matrica Al = .
0 -1 4

Matrica 4 quhet katrore, nése numri i rreshtave €shté 1 barabarté me numrin e
kolonave. Nése numri i kolonave, pérkatésisht rreshtave &shté n, themi se 4 &shté
matric€ katrore e rendit n ose n — matrica katrore. Elementet a1, a,..., a,, € pérbéjné
diagonalen kryesore.

Shembulli 5. Matrica A=

S -

0 3
2 6| ¢Eshté matricé katrore té rendit 3 me
1 3

elementet e diagonales 1, 2, 3.

Matrica katrore te e cila té gjithé elementet qé nuk jané te diagonalja kryesore
jané té barabarta me zero, quhet diagonalja e matricés, domethéné

d 0 .. 0
D= 0 d, .. 0
0 0 .. d
Matrica diagonale quhet skalare nése d, =d,=...=d,.

Nése té gjitha elementet mbi diagonalen kryesoree jané t€ barabarta me O,
matrica katrore quhet poshté trekéndore, domethéné

a, 0 .. 0
a, a, .. 0
a, a4, .. a4,

dhe né ményré analoge nése t& gjithé elementet nén diagonalen kryesore jané té
barabarta me zero, quhet larté trekéndore, domethéné

a, a, .. a,
0 a, .. a,
0 0 .. a

nn

Nése pér elementet e matric€s katrore vlen a;; = a;; pér ¢farédoi,j=1....,n,

atéheré matrica quhet simetrike. K&shtu pér shembull, éshté simetrike matrica

2 3 4 5
3 19 6 8
4 6 67 9
5 8 9 15
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Matrica njési e rendit n &sht€ matrica diagonalet e t€ cilés jané t€ barabarta
me 1 dhe t€ gjith€ elementet tjeré jané t€ barabarta me zero, shénohet me

1 0 0 .. 0

01 0..0
l,={0 0 1 ..0].

0 00 1]

10

1 0
Shembulli 6. Izz{ }, ;=101
00

Pér ¢do matricé katrore A té rendit n &shté e sakté se 4, =1, A = A.

Detyra
41 1 16 O

1. Eshté dhéné matrica A={9 30 -9 10].
62 8 -4 5
a) I cilit rend éshté matrica A?
b) Shkruaj rreshtin e paré dhe kolonén e treté t€ matricés A;
¢) Shkruaj elementet a3, a4, as3, asy, a14 dhe ay; t€ matricés A.

2. Jané dhéné matricat e barabarta:

7 0 5 1 0
1 -3 -2 1 -3 -2
a)| 0 4 2|dhe |[-3 0 |; b) dhe ?
4 1 2 4 1 0
-1 1 0 -2 7
Sqaroje pérgjigjen!

3. Pér cilat vlera t€ parametrave a, b, ¢ dhed, jané té barabarta matricat

ab a+b}mﬁ8={c_d 2d 1}?

cdc-dj| -a-b c-a a

2-573
4. Shkruaje matricén e transponuar t€ matricés A= { }

>
Il
—

0O 07
1 =2 5
5. Eshté dhéné matrica A=| 0 3 -7/|.
-1 12 -4

a) I cilit rend €shté matrica A?
b) Shkruaj elementet e diagonaleve té matricés.

6. Fabrika pér Iéngje q€ prodhon katér lloje té l1éngjeve dhe 1 kané€ shitur n€ pesé
qytete. Shqyrto shitjen

e gyteti i paré sipas llojeve t€ 1€ngjeve: 40, 60, 20 dhe 30 mij€ shishe;

e gyteti 1 dyté sipas llojeve té Iéngjeve: 50, 50, 15 dhe 35 mijé€ shishe;
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e gyteti 1 dyté sipas llojeve té Iéngjeve: 40, 45, 25 dhe 40 mijé€ shishe;

e gyteti 1 dyté sipas llojeve té 1éngjeve: 30, 20, 10 dhe 20 mijé€ shishe;

e gyteti 1 dyté sipas llojeve t& 1€ngjeve: 35, 40, 15 dhe 25 mijé shishe.
Shkruaj rezultatet e fituara me ndihmén e matricés.

7. Tre t&€ patundshméri Kk,, k, dhe k3 mund t€ jené t& blera prej katér firmave

A, A, Adhe A,.

a) Formo 4 x 3 matricé€ B = [b;; ] ku b; pranon vleré 1 nése kapitali pér
investime t€ firmés A; éshté mé e madhe se ¢gmimi i kushtimit t€ patundshmérisé
kj, pranon vleré 0 nése kapitali pér investim té€ firmés 4; €sht€ sa ¢mimi i
kushtimit t€ patundshméris€ k;, pranon vleré —1 nése kapitali pér investim té
firmés A; €shté mé e vogél se ¢gmimi i shtimit t€ patundshmérisé & ;.

b) Formo 3 x 4 matricé C = [c; ], ku ¢; pranon vleré 1 nése ¢mimi 1
kushtimit t€ patundshméris€ k; €sht€é mé e vogél se kapitali pér investim té
firmés A ;, pranon vleré 0 nése ¢mimi i kushtimit té patundshméris€ k; éshté sa
kapitali pér investim té firmés Aj, pranon vleré —1 n€se ¢mimi i kushtimit t&
patundshmérisé k; ésht€ mé e madhe se kapitali pér investim té firmés 4;.

¢) A jané té barabarta B dhe C?

8.6. Mbledhja dhe zbritja e matricave.
Shumeézimi i matricés me numér

Me paragqitjen e t€ dhénave n€ formé t€ matricé€s mund t’i analizojmé dhe té
sjellim vendime afariste me pérkufizimin e operacioneve me matrica.

Le t€ jen€ A4 = [a; ]uxn dhe B = [b; lyxy m X n matrica. Shuma 4 + B té
matricave 4 dhe B &shté matrica C = [c; Jwxn ku ¢;j = a; + by, péri =1, 2,...,m,
j=1,2,..,n,dhe shkruajmé C =4 + B.

Me tjera fjal€, matrica C €shté e rendit t€ njéjté sikurse matricat 4 dhe B,
kurse elementet e saja jan€ shumat e elementeve pérkatése t€ matricave 4 dhe B. T¢€
vérejmé se operacioni mbledhje e matricave €shté pérkufizuar vetém pér matrica t&
rendit t€ njé&jte.

. . ) 234 1 -2 -3
Shembulli 1. Cakto shumén e matricave A= 550 dhe B =

0 -1 0f
Sipas pérkufizimit

234 1 -2 -3 [2+13-24-3 311
A+B= + = = .
520 0-1 0 540 2—-1 0-0 510
3 2]

6 7
(sipas rreshtave) t€ tri mallrave t€ ndryshme né njé shoqéri tregtare (sipas kolonave).

i tregon ¢mimet e blerjes dhe té shitjes

1
Shembulli 2. Matrica Az{
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Nése ¢mimi i blerjes sé ¢do malli zmadhohet pér 0,5 denaré€, kurse ¢mimi zmadhohet
05 05 05

02 02 0,2
¢mimit t& blerjes dhe ¢gmimin e shitjes t€ ¢do malli. Matrica

B_{1+o,5 3+0,5 2+o,5}_[1,5 35 2,5}

pér 0,2 denaré€ atéheré matrica B :{ } e tregon zmadhimin e

4+0,2 6+02 7+0,2 42 62 72
1 tregon ¢mimet e reja dhe ¢gmimet e shitjes té tri mallrave t€ ndryshme né€ shogériné
tregtare.

Le té jeté 4 = [ajj ]nxn dhe k numér real. Prodhimi i numrit real £ me matricén 4
éshté matrica B = [bj; ],ixn ku b;; = kay, péri =1,2,.., m,j=12,.., n, dhe shkruajmé
B=kA.

Me tjera fjalé, matrica shumézohet me numér real ashtu qé€ ¢do element i saj
shumézohet me numrin real.

Matricén (—1) A e shénojmé me —A4, pérkatésisht (—1)4 = —A.

. {1 4} {2-1 2-4} {2 8}
Kemi 2A= = = dhe
3 =2] [2:3 2:(2)| |6 —4
_3A:{1 4}{(—3)-1 (-3)-4 }:{—3 —12}
3 =21 [(3)3 (3)-(=2)| |-9 6

Le té jené A dhe B dy m x n matrica. Do té pérkufizojmé operacion zbritje
té matricave me barazimin 4 — B = 4 + (-B). Me tjera fjalé, nése 4 = [a;; ],ux, dhe
B = [by ]uxn atéheré ndryshimi 4 — B i matricés 4 me matricén B éshté matrica
C = [cij Jmxn ashtu qé c;; = a; — by, péri = 12,.., m,j = 1,2,..., n. TEé vérejmé se

1 4
Shembulli 3. Le té jeté A= L’ } Cakto matricat 2 A dhe — 3A.

operacioni zbritje t€ matricave €shté pérkufizuar vetém pér matrica t€ rendit té
njéjte.

: i 1-2 3 302
Shembulli 4. Nésé¢ A= dhe B= , at€heré
4 56=6 -7 18

1-2 3 302] [2 -4 6 9 06
2A-3B=2 -3 = - -
4 5 -6] |-718] |8 10 -12| |-213 24

B -7 -4 0
129 7 =36/
. . 300 400 200
Shembulli 5. Me matricén A=
700 500 800

prodhimit né sezonin veror dhe diméror (sipas rreshtave) t€ képucéve pér meshkuj,
femra dhe fémijésh (sipas kolonave) té njé fabrike pér képucé gjaté vitit 2009. Me

} €shté treguar madhésia e
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[400 200 500
matricén B

jan€ dhéné informata analoge gjaté vitit 2010.
600 500 300

Atéheré matrica
A B {300 —400 400-200 200— 500} ~ [— 100 200 — 200}

1 700-600 500—500 800—300 100 0 500

e jep informatén pér ndryshimin né madhési t€ prodhimit né sezonin veror dhe
diméror (sipas rreshtave) t€ képucéve pér meshkuj, femra dhe fémijé (sipas
kolonave) té fabrikés prej njérés deri te tjetra. Késhtu, pér shembull, elementi
a;; = —100 qé do té thoté se prodhimi i képucéve t&€ meshkujve né€ sezonin veror
ka réné pér 100 prej njérit vit né€ tjetrin, ndérsa a; = 0 tregon se nuk kemi
ndryshim né prodhimin e képucéve té femrave né€ sezonin diméror prej njé viti né
tjetrin.

Njé mxn matricé quhet matrica zero, nése ¢do element i saj €shté 1 barabarté
me 0. Zakonisht shénohet me O.

N¢ vazhdim do t€ tregojmé disa veti t€ operacioneve té pérkufizuara.
A, B dhe C le té€ jené mx n matrica dhe le t€ jeté &y, k, € R. Atéheré€ vlen:

I. A+(B+C)=(A+B)+C 2. A+O=0+A=A
3. A+(-A)=(-A)+A=0 4. A+B=B+A
5.k,(A+B)=kA+kB 6. (k,+k,)A=kA+k,A
7. k,(k,A) = (kk,)A 8. 1A= A dhe 0A=0.
Me t& vérteté, nése 4 = [a;; ], B = [b;] dhe C = [c; ], at€her€ vetit€ e operacioneve

mbledhje dhe shumézim me numér real, pér elementin vendi ij — vlen:

a; +(b; +¢;) =(a; +b;) +cy, 8; +0=0+a; =4,

q; +(—a;) =(-g;)+a; =0, a; +b; =b; +a;,

k (a; +b;) =ka; + kb, (k +kya; =ka; +k,ay,
k (k,a;) = (kk,)a;, la; =a; dhe 0a; =0.

Prej pérkufizimit pér barazi t€ dy matricave vijon se jané té sakta dhe barazité e
matricave pérkatése t€ shprehura te vetia.

Detyra
-1 20 6 22 0
1. Gjeje shumén e matricave A=|12 0 4| dhe B=| 12 -3 -=2|.
7 -9 3 -14 2 0
30
2. Gjeji prodhimin e numrit 0, 5 dhe matricés A=|—-1 4 |.
0 -1
1 0 1 2 53
3. Le té€ jené€ dhén€ matricat A=|—1 2| B=|0 -3| dhe C=|-1 1]
4 1 4 1 3 2
Gjeji matricén: a) A+ B; b) 3B+C; ¢)34 -2B+C.
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4. Gjeji koeficientét x, y, z dhe ¢, ashtu g€ t€ vlejé

{o oo s e SR

40 20 80
50 70 40

té fabrikés X dhe fabrikés Y (sipas rreshtave) té tre llojeve t€ prodhimeve té quméshtit:
70 10 40

30 50 90
informata gjaté vitit 2022. Cilén informaté e jep matrica A—B?

5. Me matricén A= [ } ¢shté dhéné numri i mijéra paketimeve

jogurt, djathé dhe pavlaké né vitin 2021. Me matricén B = { } jan€ dhéné

6. Te tabela jané dhéné t€ dhénat pér jetén mesatare, t& shprehur né vite, t&é racés
sé& bardhé dhe té zez€ prej popullatés mashkullore dhe femérore, t€ matur né€ vitin
1990, vitin 2000 dhe vitin 2010.

Raca e bardhé Raca e zezé
Meshkuj Femra Meshkuj Femra
1950 56,4 57,6 45,5 45,7
1970 64,4 65,6 55,5 56,2
1990 73,7 76,7 67,2 69,8
2010 75,4 79,5 70,7 74,6

a) Formo matricé A q€ e pérmban informatén pér racén e bardhé dhe matricé B
g€ e pérmban informatén pér racén e zezé.

b) Me pérdorimin e matricave t€ formuara gjeji sa vjet mesatarisht mé shumé
raca e bardhé né ¢do kategori jeton mé shumé se sa raca e zezg.

8.7. Shumézimi i matricave

Ngjashém, sikurse edhe mbledhja e matricave, dhe prodhimi i dy matricave mund
té jep informatén e kérkuar né bazé t€ sé cilés do té€ bazohet ndonjé vendim afarist.

Nése 4= [a;] €sht€ mxn matrica dhe B=[b;] éshté nxp matrica, atéheré prodhimi
AB éshté matrica C = [¢; ] e rendit mxp ashtu q€ ¢; = a;by; + apby +..+ ayb,;, pér
i=12,.,m,j=12,.., n,dhe shkruajmé C = AB.

Me tjera fjal€, elementi c; 1 matricés C = AB éshté shuma e prodhimeve té
elementeve prej rreshtit i t€ matricE 4 me elementet pérkatése prej kolonés j — té
matricés B.

T€ vérejmé se prodhimi AB nuk &shté pérkufizuar nése numri i kolonave té
matricés A €shté e ndryshme prej numrit té rreshtave t€ matricés B.

1-3 2 1
Shembulli 1. Le té jeté A= dhe B= . Atéheré
2 6 4 2
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F1=32 1] [ 1-2-3-4 1-1-3-2 -10 -5

-2 6]|4 2] [-2:2+6:4 -2-1+6-2 20 10

2 1] 1-3]
BA~ }{ _

[2:1+1-(=2) 2-(-3)+1:6] [0 0
4 2| -2 6] - '

(4-142-(=2) 4-(=3)+2-6] [0 0

Prej shembullit t€ fundit mund t€ pérfundojmé se
e Shumeézimi 1 matricave éshté komutative;
e Prodhimi i dy matricave jozero mund té jeté matric€ zero.

Shembulli 2. Prodhimet 4 dhe B jané pérpunuar prej plastike, metali dhe qgelqi
me numér t€ njésive prej ¢do 1€nde t€ paré t€ dhéné te kjo tabelé:

Plastika Metal Qelq
Prodhimi A 3 1 0,5
Prodhimi B 4 0,5 2

Pér shkak té€ shpenzimeve t€ transportit t&€ dy reparteve t&€ fabrikés X dhe Y
¢mimet njési t&€ ¢do Iénde t&€ paré jané t€ ndryshme. Te tabela né€ vijim jané dhéné
shpenzimet e ¢do 1énde t€ paré t& fabrikave:

Firma tregtare X Firma tregtare Y

Plastika 10 9

Metali 22 26

Qelqi 14 14

10 9
. C o . 31 05

Prej informatave i1 gjejmé matricat A= 405 2 dhe B=|22 26
’ 14 14

me té cilat jan€ dhéné njésité e 1éndéve té para pér ¢do prodhim dhe ¢gmimet njési té

¢do lénde t€ paré, pérkatésisht. Prodhimi i tyre
27+26+7 | |59 60
36+13+28| |79 77

10 9
31 05 30+22+7
AB= 22 26 |=
4 05 2 4 40+11+28
e jep ¢mimin e c¢donjérit prej prodhimeve 4 dhe B (sipas rreshtave) né
¢donjérén prej reparteve té fabrikave X dhe Y.
Pér prodhimin e matricave vlejné kéto veti:
1. Nése A=[a;] éshté mx p matrica, B =[b;] &hté pxq matrica, dhe C=[c;]
€shté q x n matrica, atéheré
A(BC)=(AB)C  (ligji asociativ)
Pér shkak té vetisé s€ operacionit mbledhje dhe shumézim me numér real, pér
elementin e vendit ij — vlen
q

q P p
aikzbkrcrj = Zzaikbkrcrj = Z(kz; by, )er-

k=1 r=1 r=1 k=1 r=l1
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Baratzimi i shprehur te vetia vijon prej pérkufizimit t€ dy matricave.

2. Nése A=[a;] &sht€¢ mx p matrica, por B=[b;] dhe C=[c; ] jané pxn matrica,
at€heré
A(B+C)=AB + AC (ligji i majté distributiv)
Pér shkak té vetive t& operacioneve mbledhje dhe shumézim me numér real, pér
elementin e vendit ij — vlen

p p p p
z a; (b +¢) ZZ(aikbkj +@,.Cy;) :z by + z Qi Cy -
= k=l k=l k=t

Barazimi vijon prej pérkufizimit pér barazi t€ dy matricave.
3. Nése B =[h; ] dhe C =[c;] jané mx p matrica, por A =[a; ] &hté p x n matrica,
atéheré
(B+C)A=BA+CA (ligji 1 djathté distributiv)
Pér shkak té vetive t€ operacioneve mbledhje dhe shumézim me numra realé,
pér elementin te vendi ij — vlen

p p p p
Z(bik + Gy )akj = Z(bikakj + Gy akj) = Zbik a t+ Zcik Q-
k=1 k=1 k=1 k=1

Barazimi vijon prej pérkufizimit pér barazi t€ dy matricave.
4. Nése A=[a; ] &hté mx p matrica, por B =[b;] &hté¢ pxn matrica, at¢heré
k(AB) = (kA)B = A(kB)
Pér shkak té vetive t€ operacioneve mbledhje dhe shumézim me numra real€, pér
elementin te vendi ij — vlen

p p p
kz a, by = Z(kair )by = z a, (kby).
r=1 r=1 r=1
Barazimi vijon prej pérkufizimit pér barazi té€ dy matricave.
Nése ne N, shénojmé A" =A-...-A.

n heré

Detyra
1. A le t€ jet€ mxn matrica, kurse B €sht€ nxm matrica. Gjeji rreshtin
e matricave AB dhe BA. A mund AB = BA, nése m #n?

2. Njehso prodhimet:

_ 1 -1
CosX sinX || cosy siny 1 0 -1
a)| | : ; b)10 1 ;
| —sinX cosX || —siny cosy | 2 21 -2
1 2 3][1 2
. . 1 a
c)|4 5 6|3 4; g)A,neseAzOl,
|7 8 9|5 6
2 1 3
d) A>-242-9Anése A=|1 -1 2|.
1 2 1

3. Tabela vijuese jep informaté pér sasité e prodhimeve t€ cilat duhet t’i blejné
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dy reparte A dhe B, né njé firmé:

MATRICAT

Lesh Méndafsh Pambuk
Reparti A 30 20 10
Reparti B 20 10 20

Pér prodhimet kané dy oferta prej dy furnizuesve X dhe Y, ¢mimet e t& ciléve
jan€ dhéné me tabelén né€ vijim:

Furnizuesi X Furnizuesi Y
Lesh 10 9
Méndafsh 22 26
Pambuk 14 14

Gjeje matricén e cila jep informata pér ¢mimin e tri sasive t€ prodhimeve té
cilat duhet t’1 blejné repartet A dhe B prej furnizuesve X dhe Y.

8.8. Matrica inverse

Koncepti pér matricén inverse

Matrica katrore e rendit n quhet matrica e rendit n x n.

2 0
Shembulli 1. Matrica A= L 3} éshté matricé katrore e rendit 2.

6 1 -2
B=|0 —4
0 11 -3

Matrica 7 |éshté matricé katrore e rendit 3.

Njé matricé katrore A quhet inversinile, nése ekziston matricé B e rendit té
nj&jté sikurse A, ashtu qé t& vlejé
AB=BA=1.
Matrica B, nése ekziston, €shté¢ e vetme, pasi prej 4B =B ;4=1 dhe
AB, = B>A = I vijon se B, = B\ = B(4B> ) = (B,4)B, = IB, = B>.

Matricén B do ta quajmé inverse e 4 dhe do ta shénojmé me A~
. .12 51 3 -5] 1|1 O 3 =52 5| ..
Shembulli 2. Prej = = , vijon se
1 3)|-1 2 0 1 -1 21 3
2 57 [ 3 -s]"
13 |-1 2] °
Le té jené A dhe B matrica inversinile katrore t€ rendit n. Atéheré vlen

1.(AHT=A
2. (AB)'=B"'A™".
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Me té vérteté, kemi se
(ABYB'AHY=ABB HA'=AIA" =1 ulhe
(B'AHAB=B'(AAHB=B'IB=1.

Njehsimi i matricés inverse

ab
Le té jeté dhéné matrica katrore Az{ d} t€ rendit t€ dyt€ 2. Pér ta gjetur
c

matricén A™' (nése ekziston), duhet ta zgjidhim sistemin

Y

pérkatésisht

ax+bz=1 ay+bt=0
dhe .
cx+dz=0 cy+dt=1

QephucfieshaoOuBa X =07, y=1, z=5%, t=32;, nike detA=ad-bc=0.

Domethéné prej det A # 0, atéheré matrica e dhéné €shté inversinile dhe matrica éshté

d —b
A_1_ detA  detA | _ | d -b
| ¢ a | detA — al
det A det A

Shembulli 3. Ta gjejmé matricén inverse t€ matricés katrore

-2 3 )
A= té rendit 2.
1 =2

-2
1 2

A_l_{ds’v d;PA]_{—z —IH—Z —1}
_| = - - _
A WA 3 -2) 32

Vérejmé se matrica e fituar 47!, pér det 4 # 0, e plotéson kushtin
AA™' = A7'A = I. Prandaj, pér det A # 0 matrica 4 &shté inversinile dhe A~! éshté
matrica inverse e kérkuar.

Né vazhdim, do t€ realizojmé€ formulé pér gjetjen e matricés inverse té
¢farédo matrice inversinile 3 x 3. Le té leté dhéné matrica

Kemise detA= ‘ ‘ =1. Matrica inverse

all a'12 a‘13

A=lay a, ay

83 @3 Ay
Pér ¢donjérin prej elementeve ay i, j €1{1,2,3}, ekziston komplementi algjebrik
pérkatés 4;. Pra  A4; = (1) Ay, ku A; éshté minori q€ i pérgjigjet elementit ;.
Matrica e transponuar prej matricés pérbéhet prej komplementeve algjebrike
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quhet matrica e adjunguar pér 4 shénohet me adj4. Domethéné, sipas pérkufizimit
kemi

A Ay Ay
adjA=| A, A, Ay, |
Ay Ay Ay

Pér matricén A determinanta e t€ cilés nuk &shté zero, pérkatésisht 4 # 0, e
adjunguar pér 4 vlen

A- (75 adjA) = (715 -adjA)- A=

det A
prek&mevijon saenyEACACKS AESBAP BHArACH FpiEatdamatmpaata A e MaTpuuara
Al =_1_.adjA

detA

Shembulli 4. Ta gjejmé matricén inverse t€ matricés katrore
1 0
2 | df penr3t 3.

0
A=|1
0 1

0
0
Gjejmé se
010
detA=1 0 2/=0+0+0-0-0-1=-1=0.
0 0 1

Pér ta gjetur matricén inverse A = 3 tAade té matricés A njehsojmé
e

I 1 0 1 0 1
— _1 1+1 :0’ — _1 1+2 :_1’ — _1 1+3 :0
”“()11‘ An= (D=l A=)
1 0 1 0 I 1
— _l 2+1 :_1’ — _1 242 :0, — _l 2+3 :0’
Aﬂ()ll‘ A =P =00 A=)
1 0 1 0 I 1
— _l 3+1 :2’ — _1 3+2 :0’ — _1 3+3 :_1’
Au()ll‘ Au=D™| =0 A=
prej ku gjejmé se
A_lzvltA AIZ %2 A32 :_—1 —1 0 0 = 1 0 0 .
A, A; A 0 01 0 0 1

Detyra
1. Nése matricat vijuese jané€ inversinile,

1 2 3 4 cosX sinX 3 5
a) ; b) ; | . ; ¢) ;
3 4 5 7 —sin X cos X 15 25
gjeji matricat e tyre inverse.

2. Nése matricat vijuese jan€ inversinile,
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2 5 7 1 3 4 3 -4 5
a)l6 3 44| b)y(2 5 1§ c)|2 -3 1§

5 -2 -3 0 1 7 3 -5 -1

gjeji matricat e tyre inverse.
3. Gjeji matricat inverse té matricave:
0 0 -1 -8 29 -11 I -1 1

a)l-1 0 -1|; b)|-5 18 -7 |; c) | -38 41 -34/].

-2 1 -3 1 -3 1 27 =29 24

4. Le té jet¢ D =diag(a,a,,...,a,) &éshté matrica diagonale, ku a,,a,,...,a,#0.

Gjeji matricén inverse t€ matricés D.

8.9. Barazimet e matricés

Barazimet e matricés quhen barazimet te té cilat e panjohura €shté matricé.
Zgjidhja e tyre shpesh €sht€ ményré e cila pérb&het prej dy pjeséve. N€ pjesén e paré
duhet ta zgjidhim barazimin e matricé€s, pérkatésisht ta shprehim matricén e panjohur
X, kurse te pjesa e dyté e gjejmé X me ndihmén e operacioneve t€ matricave dhe
barazimi 1 matricave.

Do té shqyrtojmé disa lloje t€ barazimeve t€ matricave.
1. Barazimi i matricés sé formés
AX=B
ku A4 &shté matric€ inversinile e rendit n, matrica ¢ panjohur e rendit n X m, B éshté
matrica e rendit n X m, por X &shté matricé e panjohur e rendit n x m.
Té dy anét e barazimeve t€ matricés prej t€ majt€s 1 shumézojmé me matricén
inverse A~! t€ matricés 4. Atéheré kemi
AYAX)=A"'B
prej ku me zbatimin e ligjit asociativ kemi se
(A"'AX =AT'B.
Pasi A'A =1, dhe I X =X, kemi se
X=A"B
éshté zgjidhje e barazimit t€ matric€s sé dhéné.

Shembulli 1. Ta zgjidhim barazimin e matricés

1 10 2 10
AX =B,ku A=|0 1 1|dhe B=|0 2 1|
1 11 1 1 2
1 10
Pasi detA=|0 1 1|=1+1+0-0-1-0=1#0, zgjidhja e barazimit t€ matricés
111
éshté
X =A"B.

162



MATRICAT

Pér ta gjetur matricén inverse A = made t€ matric€és A njehsojmé
e

I 1 01 0 1

=(=D'"! =0, =(=D'*? =1, = (=D =—1
Al()ll‘ A== A=)
1 0 1 0 11

An =D, l‘z_l’ Ao =D 1‘:1, An =D 1‘:0,
I 0 1 0 I 1

= _1 3+1 =1, — _1 3+2 =_1, — _1 3+3 :1,
Asn()ll‘ Ap =" =l Ay =DM

prej ku gjejmé se
A_IZFItA A, A, A, :I 1 0-1|= 1 0-1]|.
A; A; A -1 0 1 -1 0 1

Atéheré kemi se

0 -1 1][2 1 0 1 -1 1
X=A"B=|1 0-1/[0 2 1]|=|1 2 -1
-1 0 11 1 2| |-1 0 2

2. Barazimi i matricés sé formés
XA=B
ku A4 €shté matric€ inversinile e rendit m, B €sht€ matrica e rendit nxm, por
X &sht€ matrica e panjohur e rendit nxm.
Té dy anét e barazimit té matricés i shumézojmé me matricén inverse A" t&
matricés 4. At€heré€ kemi

(XA)A-1=BA-!
prej ku me zbatimin e ligjit asociativ kemi se
X(AA ) =BA™.
Pasi AA™ =1, dhe XI_ =X, kemise X =BA™ &shté zgjidhje e barazimit t& matricés

s€ dhéné.

Shembulli 2. Ta zgjidhim barazimin e matricés

0 0 -1 1 10
XA=B,ka A=|{-1 1 -1| dhe B=[{0 2 1].
-2 1 -3 1 1 3
0 0 -1
bun@igi detA=|-1 0 —-1=0+0+1-0-0-0=1=0, zgjidhja e barazimit t€ matricés
-2 1 =3
mund té shkruhet n€ formén
X =A"'B.
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Pér ta gjetur matricén inverse A~ adjA té matricés 4 njehsojmé

det A

0 -1 -1 1 -1 0
— _1 1+1 =1’ — _1 1+2 =—l, — _1 1+3 =_1
Al()1_3‘ Av=(D"| =l A=)
0 -1 0 0 O
— _1 2+1 =_1’ — _1 2+2 =_2’ — _1 243 =0’
A21<>1_3‘ A= Ay =DP|
0 -1 0 -1 0 0
— _1 3+1 =0, — _1 3+2 =1’ — _1 3+3 =0’
Au()O_l‘ Ap =D =l Ag=CD
prej ku gjejmé se
A_lzﬁ A12 A22 A32 :I -1-2 1|=|-1-2 1].
A13 A23 A33 -1 00 -1 0 0_
Atéheré kemi se
1 -1 Oo}j1 1 O 1 -1 -1
X=A"B=|-1 -2 1]l0 2 1|=| 0 -4 1]
-1 0 Ofl1 1 3 -1 -1 0

3. Barazimi 1 matricés sé formés
AXB=C
ku A &shté matricé inversinile e rendit n, B éshté matricé inversinile e rendit m, C
€shté matric€ e rendit n X m, por X &shté matrica e panjohur.

Duke shumézuar me matricén inverse 4! té matricés 4 prej t€ majtés, kurse
pastaj me matricén inverse B! t€ matricés B prej té djathtés, e fitojmé zgjidhjen
X=A"1CB~1.

Shembulli 3. Ta zgjidhim barazimin e matricé€s AXB = C ku

3 -5 9 -3 4 1 7 -4 10
A=|-1 4 3|,B=|1 3 —-6/dheC=5 -9 1|
1 2 7 -5 2 7 -1 0 -7
Matricat 4 dhe B jané inversinile, pasi q€ det 4 = 28 dhe det B = 78. Poashtu
17 53 3 3 5 9
14 28 4 26 13 26
A=l L2 0 ae 8|2 2 DY)
7 7 78 39 78
3 11 1 1 1 1
14 28 4| 6 3 6]
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1247 1433 3123
728 182 728
212 173 79

273 273 273
619 925 1991

2184 546 2184

T€ pérmendim se te t& gjithé rastet zgjidhja e barazimit t€ matricés €shté e
vetme.

Néfundkemi X =A"'CB'=

0 1 2
Shembulli 4. Nése A=|2 3 4|, atéheré barazimi i matricés
1 01
(4-2I)X=A+ e zgjidhim né két€ ményre:
shumézojmé me A — 21 prej té majtés dhe kemi (4 — 21)~'(A — 20X = (4 - 2]) — (4 + ),
domethéné X = (4 — 2I) ~ (4 + I). Mé tutje,
0 1 2 2 00 -2 1 2
B=A-2E=|2 3 4|-|0 2 0|=|{2 1 4|, detB=2+4-2+2=6
1 0 1 0 0 2 1 0 -1

-1 1 2 0 1 2 1 00 1 1 2
B’1=l6012,C=A+E=234+010=244
6 -1 1 -4 1 01 0 0 1 1 0 2
Pérfundimisht,
11
-1 1 2 1 1 2 3 3 6 2 2
X:B‘IC:16 0 12112 4 4=118 6 36|={3 1 6
6—11—4 1 0 2 6—33—6 —_ll_l
L 2 J
Detyra
1. Zgjidhe barazimin e matricés AX = B, nése A= {é ﬂ dhe B= [(ﬂ
1 0 2 -1 0 -3]
2.Pér A=|0 2 1|, B=| 1 2 1 |zgjidhe barazimin X(I -B)=A.
310 -2 -3 0|
1 0 -1 2.0 0] 1 00
3.AgscA=(2 1 1[|,B=|1 1 2 |,C=|2 1 1], zgjidhe barazimin
-1 0 0 0 -2 -1 10

1
Ta (A=1)'XB" =C",
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4. Zgjidhe barazimin e matric€s 4AX — 2X = B, nése
3 -5 4 5
A= dhe B= .
1 -1 -8 -3

5. Zgjidhe barazimin e matricés AX =X+ 4, nése A=

—_— O N
—_— N
o o= O

6. Zgjidhe barazimin e matricés AX — B = BX + I, nése

1 2 1 1 2 2
A=/0 1 1| dhe B=1 1 2]
0 2 =2 2 1 1

8.10. Prezantimi i matricés sé sistemit prej tre barazimeve
lineare me tre té panjohura

Sistemin prej tre barazimeve lineare me tre t&€ panjohura
a X +a3X, + 3% =Dy
X +8yX, +3yX =b,
a3, X +a5,X, +a33% =b;

njévlerésisht éshté pércaktuar me barazimin e matricés

AX =B
té quajtur prezantimi i matricés ku
8 a, a; X by
A=la, a, ay|, X=|x,| dhe B=|b,
8 a3 a5 X b,

né pajtim me operacionet e njohura shumézim té€ matricave dhe barazimet e
matricave. Matrica katrore 3x3 e matricés 4 quhet matrica e sistemit, 3x1
matrica X — matrica e t€ panjohurave dhe 3x1 matrica B — matrica e anétaréve té
liré.
Shembulli 1. Sistemi prej tre barazimeve lineare me tre t€ panjohura

2% +5%X, — X3 =3

=X, +3X, =2X%; =0

X +X=5%X, =-1

njévlerésisht &shté pércaktuat me barazimin e matricés

AX =B
ku
2 1 X 3
A=|-1 3 2|, X=|X,| dhe B=
1 1 -5 X, -1
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Nése matrica 4 ka matricé inverse A4, atéheré me shumézimin prej té

djathtés té t€ dy anéve t¢é barazimit t&€ matricés t€ sistemit me 4! kemi

A7 (AX) = A'B
prej ku me zbatimin e ligjit asociativ kemi se
(A"AX =A"'B.
Pasi A'4 =I5 dhe 5 X = X, kemi se
X =A"B.

Al A Ay

Duke pasur parasyshse A™' =—l-.adjA=—1-| A, A, A, | pérfundimisht kemi
As Ay Ay

X Al A Aylb
X | = ﬁ A, A, Ayl
X3 Ay Ay Ag b

prej ku né pajtim me operacionet € njohura shumézimi 1 matricave dhe barazimi i
matricave gjejmeé se zgjidhjet e sistemit jané

X :ﬁ(Aubl +Ab, + A by)
Xy = gock (A + Ay, + Ayby)
X; = gog (A + Ayub, + AiD).

2x+y+z =1
Shembulli 2. Prezantimi i sistemit <x+z =0 gshté
2X+3y+3z=-1
AX =B
ku
2 11 X
A=l1 0 1|, X=|y| dhe B=|0
2 33 z -1
Ta gjejmé matricén inverse A~ t€ matricés 4. Kemi se
2 1 1] 12 11
detA=det|1 0 1|=|1 0 1|=0+24+3-6-3=-4, dhe
2 3 3] 12 33
A :(_l)m 2 ;‘:_3, A, :(_1)1+2 ; ;‘z—l, As :(—1)”3 ; 2‘:3,
Ao :(_l)2+1 ; ;‘:O, A :(_1)2+2 z ;‘ =4, A, :(_1)2+3 z ;‘ =—4,
Ay :(_1)3+1 i (1)‘:1’ As, :(_l)3+2 ? 1‘=—1, A :(—1)3+3 ? O‘:_L

prej ku gjejmé se
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AL A Ay 1—3 0 1
A=A, A, A, =2 -1 4 -1
A13 A23 A33_ 3 -4 -1

Atéheré kemi se

X A AL Al { -3 0 1|1
Yi=wmm| A An Anl|b =7 -1 4 =1llo |
z Az Ay Ay b 3-4-1]-1

prej ku né pajtim me operacionet e njohura shumézimi i matricave dhe barazimi 1
matricave gjejmé se zgjidhjet e sistemit jané

X =gz (Ab + Ayb, +A31b3)=—%(—3-1+0-0+1-(—1))=1
Y =z (Asby + Ayb, +Azzba)Z—%(—1~1+4-O+(—l)-(—1)):()

2= g (A + Ay + Auy) == (3 1+(-4) 0 (1) () =1

Shembulli 3. Restoranti pérgatité deserte té frutave sipas tre receta té
ndryshme R;, R, dhe R3 dhe poashtu shfryté€zon tre lloje té frutave O;, O, dhe Os.
Té dhénat pér sasin€ e frutave t€ shprehur né gramé pér pérgatitjen e nj€ deserti té
frutave jané dhéné te tabela mé poshté. Jan€ t€ njohura sasité e ¢do lloj t&€ frutave,
té shprehura né gram, q€ i ka né disponim restoranti. Sa deserte t& frutave prej
¢do recete Ry, R, dhe R; duhet té pérgatiten pér té€ shfrytézuar né térési frutat qé 1
ka né disponim restoranti?

Lloj 1 frutave R, R, R, Sasia
0, 40 30 40 3400
0, 10 20 30 1600
O, 20 30 50 4200

Ta gjejmé sistemin e barazimeve lineare me t€ cilin mund té€ modelohet
problemi. Ta shénojmé me x, y dhe z, numrin e deserteve té frutave t€ pérgatitura
sipas recetave R;, R, dhe R;, pérkatésisht. E parashtrojmé sistemin e barazimeve
40x+30y+40z =5800
10x+20y+30z=2600
20x+30y+50z = 4400

gé€ éshté ekuivalent me sistemin
4x+3y+4z =580

X+2y+3z2=260
2x+3y+52=440

ku prezantimi i matric€s €sht€ 4AX = B ku
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43 4
A=123,X= dhe B=|160 |.
2 35
1 -3 1 X 1 -3 1180
Matrica inverse 4! _1 1 12 —8]|. Atéheré |y |= 1 12 -8/ 60 |.
-1 -6 15 z -1 -6 15|20

prej ku gjejmé se zgjidhjet e sistemit jané x = 80, y = 60 dhe z = 20. Prandaj,
duhet té pérgatiten 80, 60 dhe 20 deserte t€ frutave prej recetave R;, R, dhe R;,

pérkatésisht.

Detyra

1. Shkruaje prezantimi e matricés s€ sistemit t&€ barazimeve lineare:
2x=3y+4z=1 X+y—z=-3

a) «x—-3z=-1 ; b) {-2x-10z2=2.
-5y+3z=0 4x-3y=1z

2. Zgjidhi kéto sisteme t€ barazimeve lineare:
X=3y+4z =14 X—y+3z =20

a) < —X+2y-5z=-13; b) < -3x+4y+2z=-7;
2X+5y-3z2=-5 —X+2y+z2=-2
X+y+2=6 X+2y—-52=6

¢) 12X—-y+z=3 ; ¢) 1 2X+y+2z=5 .
X=2y+2z=3 -3X+3y—-4z=8

3. Pér prodhimin e tre prodhimeve té ndryshme P,, P, dhe P; shfrytézohen
tre lloje t€ makinave M,, M, dhe M;. T¢ dhénat pér kohén té shprehura né oré
pér pérpunimin e njésis€ prej ¢do prodhimi jané€ dhéné te tabela poshté. Jané té
njohura kapacitetet € ¢do makine t€ shprehur né oré. Sa copa prej ¢do prodhimi
Py, P, dhe P; duhet t€ prodhohen pér té shfrytézuar né térési kapacitetin e
makinave?

Makina R P, P, Kapaciteti
M, 5 2 1 280
M, 3 4 2 350
M, 4 3 5 490

a) Gjeji modelin e matricés népérmjet sistemit t&€ barazimeve lineare.
b) Zgjidhe sistemin e barazimeve.
¢) Komento rezultatin e fituar.

4. Tri familje b&jné sallaté pér piknikun veror. I pari shfrytézon tre kilogram
krastaveca, pes¢ kilogram domate njé kilogram gqep me ¢mim prej 230 denaré. |
dyti shfrytézon tre kilogramé krastaveca, dy kilogramé domate dhe dy kilogramé
gepé me c¢mim prej 210 denaré. Fqiu i1 fundit shfrytézon katér kilogramé
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krastaveca, tre kilogramé domate dhe tre kilogramé gepé me ¢mim prej 300 denaré.
Sa €shté ¢mimi 1 ¢do perime?

8.11. Metoda e Gausit té eliminimit

Pér zgjidhje numerike t€ sistemit t€ barazimeve lineare me dy t€ panjohura, jané
t&€ njohura metoda e koeficientéve té kundért dhe metoda e zévendésimit. Edhe t€ dy
metodat mund t€ zbatohen edhe pér sistemet e barazimeve lineare me tre t€ panjohura,
kurse praktika ka treguar se né até rast mé efikas &shté t€ shfrytézohet metoda e cila
€shté kombinim 1 kétyre dy metodave, dhe quhet metoda e Gausit té eliminimit.

Le té jeté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tre t€ panjohura:

aj X+a,y+a;z=bh
aX+a,y+ayz=h,. (1)
ay X+ay,y+a;z=h
e Mund té supozojmé se a;; # 0, pasi né t€ kundértén, barazimi i paré mund té

zévendéson vendin me t€ dytin ose me t€ tretin ashtu qé koeficienti para x té jeté
jozero. Nése t& gjithé koeficientét para x jané t€ barabarta me zero, atéheré do t&€ kemi
sistem me dy té panjohura.

e Barazimi i paré i shumézuar me ——2L ia shtojmé barazimit t& dyté, kurse pastaj

a11

: . Ay . - e A o
1 shumézuar me —=L ia shtojmé barazimit t& treté. Atéheré koeficientét para x

ay
te barazimi 1 dyt€ dhe tek 1 treti béhen zero, pérkatésisht fitojmé sistem ekuivalent
me sistemin e formés
aX+a,y +a;z =h
any+ayz="h.
ap, Y +agz="b

7
a3
’

22
barazimit té treté. Me kété fitojmé sistem ekuivalent t&€ formés s€ sipérme, kurse edhe
té€ fillimit, t€ formés

a; X+a,y +a;z =h
’ ’ ’

apy+apz=h,. (2a)
a;;z="h;

e Nése a’y, # 0, até€heré barazimi i dyt€ i shumézuar me — ia shtojmé

Nése a’, =0, por a3, # 0, at€éheré barazimi i1 dyté dhe i treté 1 ndérrojné vendet e

veta, pra pérséri mundemi sistemin ta sjellim né€ formén (2a).
Nése tani, a = a3, = 0, atéheré kemi sistemin

aX+a,y +a;z =h
az="h,
as,z=b]
pra vérejmé se prej koeficientéve a’y; dhe a';; Eshté 1 ndryshém prej zeros. Nése pér

shembull, a’,; # 0, barazimi 1 dyt€ 1 shumézuar me koeficientin pérkatés ia shtojmé
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barazimit té treté dhe poashtu fitojmé sistem ekuivalent té€ formés
aX+a,y +a;5z =h
a,z=b;. (2b)
0z="hy
Nése tani a’, = a'y; = a'y, = a’33 = 0, até€heré kemi sistem ekuivalent
a X+a,y +a;z =h
0z=h]. (2¢)
0z=by
Ng cdo rast, sistemi (1) €shté ekuivalent me njérin prej sistemeve (2a), (2b)
dhe (2¢).
e Zgjidhje e sistemit (2a):
Rasti 1. Nése a3 # 0, at€heré barazimi i treté njévlerésisht éshté pércaktuar

z, kurse pastaj vlera e atillé e fituar e z z€vendésohet te barazimi i dyté, Pasi a’, # 0,
v njévlerésisht pércaktohet prej barazimit t€ dyt€, pra késhtu vlerat e caktuara y dhe z
zévendésohen te barazimi i paré. Pasi a';; # 0, dhe x pércaktohen njévlerésisht.
Domethéné, sistemi (1) ka zgjidhje t€ vetme.

Rasti 2. Nése a3, = 0, kurse b;# 0, sistemi (2) éshté kundérthénés

Rasti 3. Nése a'";;=b";=0, barazimi i fundit t& sistemit (2a) €shté i tepért
dhe e hedhim pasi sillet né 0 = 0. Duke pasur parasysh ¢farédo vlere ¢ pér z te
barazimi i dyté, fitojmé zgjidhje t€ njévlershme pér y pasi

, by —ajt . o o o
a), #0, y=-2—2"=u. Poashtu kthehemi te barazimi i paré prej té cilés fitohet
22
b1 —a,u—a;t

njévlerésisht X = ; pasi @, # 0. Domethéné, né kété rast sistemi (1)

8y
ka pafund shumé zgjidhje.
e Zgjidhje e sistemit (2b):
Rasti 1. Nése by’ # 0, atéheré sistemi éshté kundérthénés.
Rasti 2. Nése b)’=0, atéheré barazimin e treté e hedhim si t€ tepért, prej

dytés kemi z= a'_2 =2, dhe duke zgjedhur pér y ¢farédo vlere t prej barazimit té
23

b —a,t—a;7,
a

paré gjemé zgjidhje t€ vetme pér x, X=

e Zgjidhja e sistemit (2c):

Rasti 1. Nése b) # 0 ose by # 0, atéheré sistemi &shté kundérthénés.

Rasti 2. Nése by =b’=0, atéheré barazimi i dyté dhe i treté jané té tepért. Te
barazimi i paré marrim ¢farédo vlera ¢ dhe u pér y dhe z, pérkatésisht, por pastaj x
Q‘%J_%N

8y

Nuk &shté véshtiré té€ vérehet se vijimi i1 sipérm i realizimit t€ njehsimit
(algoritmi) 1 metodés sé Gausit nuk éshté e vetme. Zgjedhja e algoritmit shpesh e
kryejmé duke shfrytézuar specifikat e sistemit.

caktohet njévlerésisht pasi a;; #0, X=
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2X+y +z =1
Shembulli 1. Pér t€ zgjidhur sistemin { X +z =0 vérejmé se ai
2X+3y+3z=-1
X +z =0
¢shté ekuivalent me 1 2X+y +z =1 . Duke shumézuar barazimin e paré me —2 dhe
2X+3y+3z=-1
X +z =0
Ku ja HslBtropatd,doet it Gited ek Bist@mirekuo v aiecrtem y —z =1 . MDaokejghymeézuar
3y+z=-1
barazimin e dyté me —3 dhe duke shtuar te barazimi i treté fitohet sistemi ekuivalent
X +z=0
y —z =1 . Prejsistemit té fundit kemiz=-1,y=0,x=1.
4z =4

Mé tutje, me R, do ta shénojmé me i barazimin e sistemit, pér i=1,2,3.
Shumézimi i1 barazimit me numrin & do ta shénojmé me AR;. Shumézimi i barazimit i —
me k dhe shtuarja j— do ta shénojmé me AR, + R;, kurse ndérrimi 1 vendeve té barazimit

i —dhe j—me R; & R;.

y+2z=-1
Shembulli 2. Zgjidhja e sistemit <X—y+2z =2 realizohet sikurse
X+y+5z=4
vijon:
X—y+z =2 Rk, X—y+z =2 DR X—y+z =2
y+2z=-1 & y+2z=-1¢& < y+2z =-1.
X+y+5z=4 2y+4z=2 Oy+0z=4

Barazimi 1 treté te sistemi 1 fundit éshté kundérthénés dhe prandaj sistemi éshté
kundérthénés.

X +y+2z=3
Shembulli 3. Pér sistemin {—-2X—-2y+4z=2  me zbatimin e metodés s&
3Xx +3y+9z2=12

Gausit kemi sisteme ekuivalente
X +Yy+2z2=3 2R+R, (X+Yy+27=3
SRR X+y+2z=3
—2X=2y+4z=2 & 8z=8 & 87 =8

3Xx +3y+9z2=12 3z=3

Prej barazimit t€ fundit t€ sistemit t& fundit kemi z = 1. Pastaj, duke zgjedhur
cfarédo vlere y = ¢ pér x kemi x = 1 — £. Domethéné, sistemi ka pafund shumé
zgjidhje: x=1—+¢,y=1¢,z =1, pér ¢do numér real ¢.
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Metoda e Gauisit mund té pérdoret edhe pér zgjidhjen e sistemit né prezantimin
€ matricés.

a X+a,y+a;z=h
Le té jeté dhéné sistemi < a,,X+a,,Yy+a,z=Db,. Matrica
Ay X+ay,y+a,;z=h,
a11 a12 a13 bl
a'21 a22 a23 b2
aﬂ aﬁ aB Q

quhet matrica e zgjeruar e sistemit. Te kjo matricé kryhen transformimet té
pérshkruar paraprakisht, prej metodés s€¢ Gausit. Késhtu, ajo matricé sillet deri né
shkallé dhe prej atje gjenden zgjidhjet e sistemit.

2X+ y+ z=4
Shembulli 4. Pér sistemin {4Xx+2y+ 2z=5 matrica e zgjeruar e sistemit
6x+3y+ 3z2=10

2 1 1 4
ésht¢ A, =|4 2 2 5 |. Me transformimet e matricés kemi
6 3 310
g
2 1 1 47ww [2 11 473,211 4 2 1 1 4
=3R;+Rs 23 —R,+R;
Al=l4 22 5| (000 3|/<(000 1 <000 1]
6 3 310 0 0 0 -2 0 0 01 0 000

Kjo do té€ thoté se barazimi i dyt€ (domethéné rreshti 1 dyt€ 1 matric€s) té sistemit
éshté Ox + 0y + 0z = 1, pra sistemi nuk ka zgjidhje

X+2y—z=5
Shembulli 5. Matricén e zgjeruar t€ sistemit X+y+2z=4 e
X—y+2z=3
transformojmé dhe kemi
1 2 -1 5|wRr+|1 2 -1 5 1 2 -1 5
—R+R; 3R, +Rs
1 1 2 4 |0-1 3-1|<(0-1 3 -1]
-1 2 3 0 -3 3 -2 0 0 -6 1

Tani, prej rreshtit té fundit kemi -6z =1, pra z= —%. (Pragnopshai pedifundioGerat

—y+3z=-1, domethéné y = % . Ildba preperashtpédipace kedimsandy 2y damethéng.e.
23

X=—.
6

Metoda e Gausit shfrytézohet edhe pér gjetjen e matric€s inverse, t& njohur si
algoritmi i Gausit pér matricén inverse.
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Ajo &shté pér kété matricén 4 zgjerohet me njésiné prej rreshtit pérkatés,
domethéné formohet matrica [ 4 | I ]. Pastaj asaj matrice i kryhen transformimet e
pérshkruar mé lart€. Nése matrica A €shté josingulare, me kéto transformime do té
fitohet matrica ekuivalente [ 1| 47! ].

0
Shembulli 6. Gjetja e matricés A™! pér A=|2 -1
4 1
10 211 0 O 0 2 1 0 O]
[AllI]=]|2 -1 3|0 1 0] < |0 -1 -1 |-2 1 0| >
4 1 8]0 01 0 1 0|-4 0 1
1 0 2 1 0 O EE‘Z:E'Z 1 0 0 |-11 2 2 E:R%
0 -1 -1/-2 1 0] & |0 -1 0] 4 0 -1 &
0 0 -1|-6 1 1 0 0 —-1]-6 1 1
el 0 011 2 2
0 1 0|-4 0 1|=[I|A"].
0 0 1 6 -1 -1
-11 2 2
Prej kétu, A" =| -4 0 1
6 -1 -1
Detyra

Me ndihmén e metodés s€ Gausit dhe me matricén prezantuese zgjidhi kéto
sisteme:

2X—y+3z=9 2x+3y+5z2=10 5X—6y+4z=3
1. {3x-5y+z=-4. 2.93x+7y+4z=3 . 3. 43x-3y+2z=1.
4x=T7y+2=5 X+2y+2z=3 4x-5y+2z=1
4x-3y+2z=-+4 SX+2y+3z=-2 2Xx-3y+z2=9
4. <6X=2y+3z2=-1, 5. 93Xx+4y+2z=-10. 6. <X+2y-3z2=-6.
S5x=3y+2z=-3 2X=2y+5z2=1 4x-5y-2z=12
X—=2y+3z=10 X+y+3z=4
7. 14X+y—-2z=8 . 8.42x —z=11.
2X+3y+5z2=5 Ix—4y =7
9. Me metodén e Gausit, gjeji matricén inverse té
2 7 3 1 2 2 1 2 3
a)|3 9 4|; b) |2 1 -2|; ¢l 3 5
1 5 3 2 =2 1 1 4 7
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DETYRA PER PERSERITJE

1. Njehso vlerén e determinantés:

(1-1)? 2t 1-t2 2t
2 2 2 2
a) 1+t 1+t : b) 1+t 1+t .
2t 1+’ -2t 1-t?
1+t2 1412 | 1+t2  1+t?
a—Xx b

2. Vérteto se barazimi ka =0, ku a, b dhe ¢ jan€ numra realg.

b c—X
ka rrénjé reale.

1 a a’+a’

3. Vérteto barazimet 1 a* a‘+al=0.
1 a a*+a

T +%) 2y, +y,) 1

) . 11X X
4. Vérteto identitetin 1% =%) (Y=Y, 1 [== )
2y Y,
X Yi 1
1 1 1

5. Me zbatimin e vetive t€ determinant€s njehso S+1 s+2 s+3|.
S+4 s+5 s+7

2 -1 x+2
6. Zgjidhe pabarazimin |1 -2 1 |<0.
5 x =3
3X+5y=5
7. Pér cilén vler€ té a, sistemi <2x—y=a ka zgjidhje?
X+2y=1
8. Zgjidhi kéto sisteme t€ barazimeve me tre t& panjohura:
X+y—z=a X+y=a
a){Xx—y+z=b ; ) <y+z=hb.
—X+y+z=cC Z+X=C
X+ay+z=a

9. Zgjidhe sistemin e barazimeve: <ax+y+z =1
2

X+y+az=a
X+y=a
10. Né cilin rast sistemi i barazimeve <X—y=b ka zgjidhje?
ax—by=ab
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2ax—3by+ cz=0
11. Zgjidhe sistemin e barazimeve: < 3ax —6by + 5¢cz = 2abc pér ¢farédo numra

S5ax —4by +2cz =3abc
real€ t€ dhéné a, b, C.

12. Pér cilat numra real€ x, y, z dhe ¢ vlen
X 0 0 vy 0 0 0 0
2 +2 = +
0 0 0 0 z 0 0 t

2 1 0 -1
13. Le té jete A= {0 3} dhe B =[ | 2}. Gjeji matricat (AB)" dhe BTAT.
Cka pérfundon?

14. Zgjidh dy matrica katrore 4 dhe B t€ rendit
a)2; b) 3;
por pastaj kontrollo a vlen identiteti det(4B) = det 4 - det B.

15. Vérteto se nése matricat 4 dhe B komutojné, pérkatésisht nése AB=BA,
at€her€ vlejné barazimet:

a) (A+B)*=A>+2AB+B?; B) (A+B)’ =A’+3A°B+3AB* +B°.
16. Gjeji matricat inverse t€ matricave
1 0 O 0 1 1 I+a 1 1
ajla 1 0 b) [1 0 1|; )| 1 1+a 1
a®a 1 1 10 1 1 l+a

me ndihmén e matricés s€ cunguar.

17. Zgjidhi kéto matrica té barazimeve:

i} 53 11 [-8 30
1 2 35
a) X = ; b) X 1-3 =2|=-5 9 0|
3 4 59
- -5 2 1 215 0
_ 111 1 2 3
3 -1 561 [14 16
) X = : olo 1 1Xx=[0o 1 2|
5 -2 7 8/ 19 10
- 0 0 1 0 0 1

18. Shkruaje prezantimin e matric€s dhe zgjidhi kéto sisteme té barazimeve
lineare:

2X—-6y+8z =28 3x=3y+9z =60
a) {—2X+4y—-10z=-26; b) I -9x+12y+62=-21.

4x+10y—-6z2=-10 —-3X+6y+3z2=-6

19. Me ndihmén e metodés sé Gausit zgjidhi sistemet e barazimeve:

X—=2y+3z=10 X+y+3z=4
a) 14x+y-2z=8 ; b) 13x—-4y =11.
2X+3y+5z=5 2X -z=11
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MATRICAT

20. Fabrika e tekstilit pérpunon tre modele t€ kémishave té cilat i eksporton né
tre shtete. Né shtetin e paré eksporton 500, 100 dhe 600 kémisha prej ¢do modeli,
pérkatésisht, n€ shtetin e dyté eksporton 300, 700 dhe 400 kémisha prej ¢do modeli,
pérkatésisht, dhe né€ shtetin e treté eksporton 200, 400 dhe 800 kémisha prej ¢do
modeli, pérkatésisht. Shkruaji t€ dhénat me ndihmén e matricés.

. 100 400 200 .. -
21. Matrica A= e paraqet shpenzimin e energjisé
500 500 800
elektrike n€ kilovat oré t€ familjes A pér muajin mars, prill dhe maj né€ vitin 2021
. 400 200 500| ., . . .
dhe 2022. Matrica B= jep informata analoge pér familjen B.
600 100 300

Me ndihmén e ndryshimit t€ matricés 4 me matricén B, krahasoje shpenzimin
e té dy familjeve.

22. Te tabela €shté dhéné sasia e 1éndéve t€ para né tonelata te t€ cilat duhet
t’1 blejné té dy fabrikat 4 dhe B :

Xehe hekuri Koks Gélgere
Fabrika A 40 20 50
Fabrika B 20 30 10

Pér 1éndét e para ka oferta prej dy furnizuesve X dhe Y, ¢mimet té té cilave
jané dhéné te tabela:

Furnizuesi X Furnizuesi Y
Xehe hekuri 12 8
Koks 28 32
Gélgere 16 11

Gjeje matricén e cila jep informaté pér ¢gmimin e t€ tri sasive t€ 1€ndéve té
para té cilét t’i blejné fabrikat 4 dhe B pej furnizuesve X dhe Y .

23. Ana, Jovani dhe Arta kané bler€ ngjyra, fur¢é dhe pélhuré. Te tabela jané
dhéné€ numrat e prodhimeve t€ blera dhe shumat n€ euro q€ ¢donjéri prej tyre 1 kané
paguar pér prodhimet. Njehso ¢gmimin e ¢do prodhimi njési.

Ngjyra Furca Pélhuré
Ana 3 4 5
Jovani 2 5 7
Arta 4 3 6

24. Lulishtja bén 5 bugeta identike pér dhuraté pér dasmé. Ajo ka planifikuar té
shpenzon 6100 denaré dhe dé€shiron ¢do bugeté té€ keté 24 lule. Tréndafila kushtojné
nga 60 denaré, tulipanét kushtojné nga 40 denaré€, kurse gerberét kushtojné nga 30
denaré. Pérveg késaj déshiron té keté dyfish mé shumé tréndafila prej dy llojeve tjera té
luleve t€ kombinuara né ¢do bugeté. Sa tréndafila, tulipan dhe gerbera ka né ¢do
bugeté?
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9. FUNKSIONE ELEMENTARE.
VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

9.1 Funksioni real

Koncepti pér funksionin

Né jetén e pérditshme shfrytézohen madhési té ndryshme, gjatésia, syprina, masa,
véllimi, temperatura, koha etj. Ato paragiten né ¢cdo proces natyror, varet njéri prej tje-
trit dhe ndryshojné varésisht prej ndryshimit té ndonjé madhésie tjetér.

Shembulli 1. a) E dimé se syprina e katrorit me brinjé a njehsohet sipas formulés
S =a’. Vérejmé se me zmadhimin e gjatésisé sé brinjés zmadhohet edhe syprina e katro-
rit, kurse me zvogélimin e gjatésisé sé brinjés zvogélohet edhe syprina e katrorit. Késh-
tu, syprina e katrorit varet prej gjatésisé sé brinjés.

b) Prej fizikés dihet se gjatésia e rrugés S gjaté rénies sé liré njehsohet me for-
mulén S =g7t2 ku g éshté nxitimi i Tokés. Prandaj, gjatésia e rrugés sé kaluar varet prej
kohés pér té cilén gé trupi bie poshté.

Prej shembullit t& sipérm pérfundojmé se kemi dy bashkési prej madhésive té
ndryshme dhe rregulla pér shogérimin sipas té cilés me ndryshimin e madhésive te njéra
bashkési ndryshojné madhésité né bashkésiné tjetér.

Le té jeté R bashkésia e numrave real dhe le té jeté D < R. Nése ¢do elementi

x € D sipas rregullés prej pérpara té konstatuar i shogérojmé sakté njé element
té caktuar

y prej R, atéheré thuhet se éshté caktuar funksioni real prej D né R, dhe shkrua-
jméf:D > R.

Funksionet i shénojmé me shkronja té vogla té alfabetit latin, pér shembull f, g, h, ....

Né vend té x € D funksionit f i shogéron numér real f (x), té quajtur vlera e funksi-
onit fné pikén x. Elementi x € D quhet vlera e ndryshores sé pavarur, kurse elementi
f (x) e quajmé vlera e ndryshores sé varur. Bashkésia D quhet fusha e pérkufizimit
té funksionit f dhe shénohet me D,. Bashkésia prej té gjitha vlerave t€ funksionit f quhet
bashkesia e vlerave té f dhe shénohet me .. Domethéné

Ve={f(¥IxeDj}.

Shembulli 2. a) Pér funksionin f (x) = x? kemi se f (0) = 0? = 0, gé do té thoté vlera
e funksionit te pika x = 0 éshté f (0) = 0.

Funksioni éshté pérkufizuar pér ¢do X € R. Domethéné, kemi se fusha e pérkufizimit ésh-
¢ D, =R, dhe bashkesia e vlerave éshté R, = R" U{0}.
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b) Funksioni f(x) :l éshté funksion i pérkufizuar pér ¢do X € R pérveg pér
X
x = 0. Domethéng, fusha e pérkufizimit éshté¢ D, = R \{0}, dhe bashkésia e vlerave éshté
R,=R\{0}.
¢) Funksioni g(x) =+/x &shté pérkufizuar pér ato X € R pér té cilat x > 0. Dome-
théné, fusha e pérkufizimit ésht€ D, = {x € R [ x > 0} = [0, +0), dhe bashkésia e vlera-
ve Vg = [0, +).

Shembulli 3. Ta gjejmé fushén e pérkufizimit t€ ¢donjérit prej funksioneve:
7

2) f()=x*-3x-4 b)f(X)=—1 > 0) f(x) =vA—5x

X +4x+3
¢) f(x)=log,(4x—-1) d) f(x)=3x*-3x—1.
a) Kemise D, =R.

b) Eshté e nevojshme x? + 4x + 3 = 0, pérkatésisht (x + 3)(x + 1) # 0 qé do té thoté
se X # -3 dhe x = —1. Pasi D, = (- oc,=3) U (=3,-1) U (-1,+ )

. 4 4
c) Eshté e nevojshme 4 — 5x > 0, pérkatésisht X < 3 Domethéné D, = [— m,g} :

1 1
¢) Nevojitet 4x —1 > 0, respektivisht x > 7 Domethéné D, = (Z + OCJ.
d) Pasi punohet pér rrénjén e treté (tek) kemise D, = R.

Pér funksionet f dhe g themi se jané té barabarta, dhe shkruajmé dhe f = g, nése
vetém nése jané plotésuar kushtet:
D, = D,, pérkatésisht f dhe g kan¢ fushé t& pérkufizimit t& nj&jté,

e f(x) =9(x) pércdox € D, = D,, pérkatésisht f dhe g kané veprim té njéjté.
Shembulli 4. a) Funksionet f, g : R — R té pérkufizuara me
3 2
f(x):“—x—w, pérgdox cR
x*+1
g(x)=x+1,pércdox e R

jané té barabarta, pasi D, = D, =R, dhe

C+x’+x+l (x+DT+1)
x”+1 x* +1

S(x)= x+1=g(x),péredox e R

b) Funksionet f(x) = f, x € Rdhe x g(x) =1, x € R nuk jané té barabarta, pasi
X
kané fusha t& ndryshme t& pérkufizimit D, = R\{0}, apo D,=R.
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Grafiku i funlsionit

Pérkufizimi 1. Grafiku i funksionit bashkésia prej dysheve té renditura f(x) me
fushén e pérkufizimit D, éshté

Cf={(x,f(x)[xe D, }.
Pika M (X, f (X)) i takon grafikut té funksionit, X éshté koordinata e paré, por f (x) koordinata
e dyté e pikés M.

Monotonia e funksionoit

Pér funksionin f: D — R themi se
e monotonisht rritet né bashkésiné D, c D, nése (figura 2a)
X1 <X = f(xq) <f(X,), pérdo x;, X, € Dy
e monotonisht rritet né ményré rigoroze te bashkésia D, c D, nése
X1 <X = T (xq) <f(Xy), pér¢do x;, X, € Dy
e monotonisht zvogélohet te bashkésia D; < D, nése (figura 2b)
X1 <Xy = f (x1) > (X,), pér ¢do Xy, X, € Dy
e monotonisht zvogélohet né ményré rigoroze te bashkésia D, c D, nése
Xy <X, = f (x1) > f (x2), pér ¢do x;, X, € D;

Funksioni i cili rritet ose zvogélohet quhet monotonia e funksionit. Funksioni
éshté monotone rigoroze te bashkésia D, nése éshté rritése rigoroze ose zvogéluese rigoroze.

a) b)
Figura 2

Shembulli 5. a) Ta shgyrtojmé monotonin e funksionit f (x) = 2x -1, pér ¢do
x € R. Leté jeté x;, x, € D, = R dhele té jeté x; < x,. Kemi
f(x)—F(X)=2x; -1- (2X, -1) =2 (X, — X,) <0
pérkatésisht f (x;) <f (x,). Prandaj, funksioni monotonisht rritet né ményré rigoroze né
gjithé fushén e pérkufizimit, pérkatésisht né gjithé drejtézén reale.
b) Ta shqyrtojmé monotoniné e funksionit f (x) = 1— x°, té pérkufizuar pér ¢cdo
X eR. Le té jeté x;, X, € D, = R dhe x; <X,. Kemi

F)=fx)=1-x =(1=x3) ==x, + x5 = (X, —x)(x{ + XX, +x;) =
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pérkatésisht f (x,) > f (X, ). Prandaj, funksioni monotonisht zvogélohet né ményré rigo-
roze fusha e pérkufizimit, pérkatésisht né gjithé drejté€zén reale.
¢) Ta shqyrtojmé monotoniné e funksionit f (x) = X%, t& pérkufizuar pér ¢do

X € R. Le té jeté x,, X, €(—0, 0] dhe le té jeté x; < x,. Kemi

SO = f()=x7 =x3 =(x; =%, ) (% +x,) > 0
pérkatésisht f (x;) > f (x, ), qé do té thoté funksioni monotonisht zvogélohet né ményré
rigoroze né intervalin (—oo, 0]. Le té jeté x;, X, € [0, +0) dhe le t& jeté x; < X,. Kemi

)= f0n) =0 —x3 = (3 —x,) (% +x,) <0
pérkatésisht f (x;) > f (x,), gé do té thoté funksioni rritet monotonisht né ményré rigo-
roze né intervalin [0, +o0 ).

Zerot e funksionit

Zero e funksionit f: D — R quhet numri real x € D, pér té cilin vlen
f(x)=0.
Prej pérkufizimit té zeros sé funksionit drejtpérdrejt vijon se grafiku i funksionit e pret

boshtin x né pikat abshisat e té cilave jané zerot e funksionit f.

Shembulli 6. T’i gjejmé zerot e kétyre funksioneve:

a) f(X) = 3x% = 5x + 2 b) f (x) = &%

a) Funksioni i dhéné éshté pércaktuar né bashkésiné e numrave real, domethéné
D, =R. Zerot e funksionit jané rrénjét e barazimit f (x) = 0, pérkatésisht rrénjét e bara-
zimit katror 3x* =5x+2=0, x, =1dhex, ==.

b) Pasi D, = R dhe f (x) = e > 0 vijon se funksioni nuk ka zero.

Operacione me funksione

Le té jené dhéné funksionetf: D —- Rdheg:D > R
1. Shuma e funksioneve f dhe g éshté funksioni (f + g): D — R i pérkufizuara me
f+9)(x)=f(x) +g(x), pércdox € D
2. Prodhimi i funksioneve f dhe g éshté funksioni (fg): D — R i pérkufizuar
me
(fg)(x) = f (x)g(x), pér cdo x € D
3. Herési i funksioneve f dhe g ku g (x) # 0, pér ¢do x € D éshté

funksioni [ij : D — R i pérkufizuar
g

(1]@): J(x) ,pércdox e D, g (x)=0.
g g(x)
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Shembulli 7. Le té jené funksionet f, g :R — R t& pérkufizuara me f (x) = x* +1

dhe g(x) = 2x. Shuma e tyre, prodhimi dhe herési jané funksionet
(f+g)(X) =x2+2x+1=(x +1)%, pércdox € R
(fg)(x) = 2x(x* +1), pércdox € R ( f & x? +1

[ij(x) _ ¥’ +1, pér ¢cdo x € R \{0}.
g 2x

Detyra

1. Pér funksionin f (x) = x* — 2x + 4, gjeji vlerat:

a) f(-1); b) (0); ) f(2).

2. Cakto a jané té barabarta funksionet f, g: D — R, nése:
a) £(x) =2, D, =[0,), g(x)=x, D, =[0,%);

b) f(x)=Vx2, D; =R, g(x)=x, D, =R.

3. Cakto fushén e pérkufizimit té kétyre funksioneve:

3
DW= @Vl o) f) =

x> —6x+8 1—x2

4. Cakto fushat e pérkufizimit t€ kétyre funksioneve:

DW=V = fw =2
.

2
Of)=logx?; d)f(x)=log@x+4);  dh)f(x)= log[Sx;x J

5. Vérteto se kéto funksione monotonisht rriten:

a) f(X) =x+3; b) f(x) =x3-1;

o) f(x) = In(x -1); ¢) f(x) =X,

6. Vérteto se kéto funksione monotonisht zvogélohen:
a) f (X) = 1- 2x; b) f (x) = 1-x3;

¢) f (x) ==In(x + 3); o) f(x)=3%

7. Cakto zerot e kétyre funksioneve:
a) f (X) = X% + 2x +1; b) f (x) = In (1- 2x); ¢) f(x) = 33,
8. Cakto shumén, prodhimin dhe herésin e funksioneve f, g : R — R té pérkufizu-

arame f (x) =x° dhe g(x) = x +1.

182



FUNKSIONE ELEMENTARE. VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

9.2. Funksioni linear

Funksioni i formés
f(x)=ax+Db

ku a dhe b jané numra realé, té€ quajtur koeficient, kurse x éshté ndryshore e pavarur
quhet funksion linear.

Fusha e pérkufizimit t& funksionit linear f (X) = ax + b éshté téré bashkésia e numrave
real, pérkatésisht Df =R.

Nése a = 0, atéheré pér bashkésing e vlerave V, kemi V= R. Nése a =0, atéheré fun-
ksioni linear quhet funksioni konstant dhe né kété rast bashkésia e vlerave v, = {b}
éshté bashkési njéelementésh.

Shembull 1. Funksioni f (x) = x +1 é&shté linear me parametraa =1 dhe b =1,
fusha e pérkufizimit D, = R dhe V. = R.

Zero e funksionit linear f (x) = ax + b, a # 0 éshté rrénja x, barazimit linear pér-

katés ax + b = 0, pérkatésisht x, = —é.
a

. _— —4
Shembulli 2. Zero e funksionit f(x) =2x—4 éshté x = 5 2.

Shembulli 3. Ta gjejmé vlerén e parametrit a, pér té cilin funksioni f (X) = ax + 7,

ka zero x, = 3

.7 2 21
Prej —— =——fitohet se a = —
a 3 2

Figura 1

Grafiku i funksionit linear f (X)=ax + b, a # 0 éshté drejtéz. Pér x = 0, kemi
f(0) =a- 0+ b =D, prej ku vijon se grafiku i funksionit e pret boshtin ¢ ordinatés né pikén

N (0, b).

ME tutje pér x = —2, kemi f( j— ( éj-i—b =0, g€ do té thot¢ grafiku i fun-
a a

[l

ksionit e pret boshtin e abshisés né pikén M(—— j(ﬁgura 1).
a
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Shembulli 4. Grafiku i funksionit linear f (X) = 2x + 3 éshté drejtéz té ciléen mund ta
skicojmé nése zgjedhim dy pika, pér shembull, prerjet me boshtet e koordinatave (0, 3) dhe

(—%, O) (figura 2).

Figura 2

Shembulli 5. Pikat (1, 0), (3, -1), (0, —2) dhe a jané pikat e grafikut t&€ funksio-
nit f (x) = —x + 2?

Pér ta kontrolluar se pikat a i takojné grafikut té funksionit f ( X) =—x + 2 duhet t’i
zévendésojmé koordinatat pérkatése té pikave dhe t€ kontrollojmé se a fitohen barazi-
me té sakta. Lehté konstatohet se pikat (3, —1) dhe (1,1) i takojné, kurse pikat (1, 0) dhe
(0, —2) nuk i takojné grafikut (figura 3).

Figura 3

Funksioni linear f (x) = ax + b éshté rritése rigoroze nése a > 0, ndérsa éshté zvo-
géluese nése a < 0.
Me té vérteté, nése a > 0, atéheré pér x, <X, vijon se
f(x))=ax;+b<ax,+b="7(x,)
gé do té thoté funksioni éshté rritése rigoroze. Ngjashém, nése a < 0, atéheré prej
X1 < X, Vijon se
f(X)) =ax;+b>ax,+b="7(x,)
gé do té thoté funksioni éshté zvogéluese rigoroze.

Shembulli 6. Funksioni f ( x) = 4x =11 monotonisht rritet pasi a = 4 > 0, por te fun-
ksioni f ( X) =3 — X, a=-1 <0, pra ai monotonisht zvogélohet.

Detyra 7. Cakto vlerén e parametrit m te funksioni:
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a) f(x)=(m-1)x+ 3, nése ai monotonisht rritet;
b) f(x)=(2m +1) x +1, nése ai monotonisht zvogélohet.

Zgjidhje. a) m-1>0 = m > 1 domethéné. m € (1, x);

1
b)2m+1<0=>m< —% domethéné m e (_OO’_EJ )

Detyra
1. Cakto parametrat a dhe b te funksioni:
a) f(x)=6x-1; b) f (x) = 1- 2x;
1 3x-5
¢) f()=\Bx-=; Q) S0 ="2
2 7
2. Cakto zerot e funksionit:
2 3
a) f(x)=x-3; b) f(x)=§x+§;
4—x 2 x+1
¢) f(x)= 5 ¢) f(X)—7 3

3. Cakto vlerén e parametrit a te funksioni:
a) f(x)=(a+1)x+ 3, nése x,=-1 éshté zero e funksioni;

b) £(x)= 2"5+ 3 1;’5, nése grafiku i tij kalon népér pikén M (1,1);

¢) f(x)= ﬁx + %, nése grafiku i tij e pret boshtin y né pikén N (0, 3).

4. Eshté dhéné funksioni f(x) =M. Kontrollo cila prej pikave A(1,1), B (1, 0),

1
C (%, —3} dhe D(—l,—gj i takon grafikut té funksionit.

5. Cili prej kétyre funksioneve
a) f(X)=2x+5; b) g(xX) =-3x+2; ¢ h(x)=§—%x.

jané monotone rritése, kurse cilat monotone zvogéluese?

9.3. Funksioni katror

Funksioni i formés
f(x)=ax®+bx+c
kua, b dhe c jané numrarealé a= 0, dhe x éshté ndryshorja e pavarur quhet funksioni katror.
Fusha e pérkufizimit t& funksionit katror f (X) = ax 2 + bx + ¢ &sht# térésisht bashkeé-

sia e numrave real, pérkatésisht D, = R
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) . 2 ) )
Shembulli 1. Funksioni f(x)=-x>+=x+4 &shté funksion katror me koeficient
2 3
a:—l,bzgdhec:4.

Zerot e funksionit Katror f (x) = ax® + bx + ¢ jané rrénjét reale pérkatésisht té ba-
razimit katror ax? + bx + ¢ = 0. Prandaj, funksioni katror mund té keté dy zero, njé zero
ose té mos keté asnjé zero, varésisht prej shenjés sé diskriminantés D = b? — 4ac té ba-
razimit katror pérkatés

Shembulli 2. Gjeji zerot e funksioneve katror:

a) f(X) =x% +x-12; b) f (X) = x> — 4x + 4 ) f(X)=x%+x+12.

a) Diskriminanta e barazimit katror x*> + x =12 = 0 éshté D = 1 + 48 > 0 prej ku
vijon se ai ka dy rrénjé reale jané zero té funksionit katror. x, = —4 dhe x, = 3, té cilat

b) Diskriminanta e barazimit katror x*> — 4x + 4 = 0 éshté D = 0 prej ku vijon se ai
ka njé zero reale zero x = 2, qé éshté e funksionit katror t& dhéné.

¢) Diskriminanta e funksionit katror t€ dhéné D < 0 prej ku vijon se funksioni
katror i dhéné nuk ka zero.

Funksioni katror i dhéné f (x) = ax ? + bx + ¢, a # 0, mund ta shkruajmé né for-
mén kanonike
b\ b*—4ac
S a(x 2aj 4a
prej ku fitojmé

b* —4dac b Y
+ = +—1.
S 4a a(x 2aj

2
Pasi, pér cdo numér real x, (x +2ij > 0, shenja e shprehjes al x +\ 2a | varet vetém
a

prej shenjés sé koeficientit a. T’i shqyrtojmé kéto dy raste:
a) Péra >0 funksioni katror pranon vlerén mé té vogél
4ac —b*

) ) . b
, e cila arrihet pér x = ——.
4a 2a

Funksioni katror monotonisht zvogélohet né intervalin (_OO’_ZiJ dhe monoto-
a

nisht rritet né intervalin (—ﬁ,juooj,
2a 2

Bashkésia e vlerave éshté intervali { aj_ ,+oo), pérkatésishté

a
22
Vf:{4ac b 9+°°J-
: 4a
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b) Pér a < 0 funksioni katror pranon vleré mé té madhe

_p? b
Aac—b" gé arrihet pér x = ——.
2a

4a
Funksioni katror monotonisht rritet né intervalin (_w’_ij dhe monotonisht zvo-
a
gélohdet né intervalin (—i,+oo).
2a
. . L . dac—b* " .
Bashkésia e vlerave éshté intervali —oo,4— , pérkatésisht
a

12
v, :[_m,ﬂ},
' 4a

2
T _i,4ac—b
2a 4q

quhet kulmi i funksionit katror té dhéné.

Pika

Shembulli 3. a) Funksioni Katror f (x) = x 2 — 8x + 12, pér x = 4 pranon vleré mé té
vogél —4, dhe e ka kulmin T (4, —4).

Funksioni katror monotonisht zvogélohet né intervalin (—0,4) dhe monotonisht
rritet né intervalin (4, +o0). Bashkésia e vlerave V', = [-4, +o0).

b) Funksioni Katror f (x) = =x ? + X + 6, pér x = — pranon vlerén mé t& madhe

25 1 25
x)=—,kaedhe kum7T| —,—|.
/) 4 (2 4 j
Funksioni katror monotonisht rritet né intervalin (_OO’%) dhe monotonisht rritet
- (1 . 25
né intervali 5,+oo . Bashkésia e vlerave V= —oo,7 .

Shembulli 4. Ta shqyrtojmé funksionin katror f (x) = x> — 8x + 7. Me zgjidhjen e
barazimit katror pérkatés kemi se funksioni ka zero x1 = 1 dhe x, = 7. Kulmi i tij ésh-
té né piken T=T (4,-9).

Tabela e vlerave té disa vlerave té ndryshore x éshté:

X 0|1 2 3 4 5 6 7
f« | 7|10 -5|-8|-9|-8] -5 0
pika P | Ni T N 2

Nése i lidhim me vijé té vijueshme pikat koordinatat e té cilave jané dhéné te tabela, do

ta ftoymé péraférsisht grafikun e funksionit katror t€ dhéné si te figura 1.
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N¢ rastin e pérgjithshém grafiku 1 njé funksioni katror éshté vijé e lakuar e cila
quhet parabolé. Poashtu,né pajtim me diskutimin e sipérm te i cili konstatuam interva-
let e monotonisé, kulmin dhe bashkésiné e vlerave té funksionit katror, mund té vérej-
mé se pér a > 0 parabola éshté e hapur larté, por pér a < 0 parabola éshté e hapur poshté.

Figura 1

Shembulli 5. Paraqiti né sistemin koordinativ t&€ njéjté grafikét e kétyre funk-
sioneve:

2) f(x) =2, f(0)=2x", f(x)= % F(x) =2, f(x) =22,
f(x) = —%xz;
b) £ (x) %xi 1) =%x2 L £ :%xz i

) f()=x", f()=(x+2)", f(x)=(x-1)%
¢ f(x)=2x", f(x)=2x"-1, f(x)=2(x-3)"-1.
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Figura 2

Detyra
1. Shkruaj kéto funksione katrore né formén kanonike:
a) f(X)=x2—2x+3 b)) f(X)=-2x+12x-10 ¢)f(X) = (x - 2)(x - 3).

2. Gjeji zerot e funksioneve katrore:
a) T(X)=2x%+4x-6 b)f(x)=3x*-18x+27 ¢)f(X)=2x2+3x+5.

3. Gjeji koordinatat e kulmeve té kétyre funksioneve katrore:

a) f()=-4x2+3x+1 b)f(x) =%(x—3)2 -2 ¢)f(x) = x?—16x + 68.
4. Gjeji intervalet e monotonisé té kétyre funksioneve katrore:

a) f)=x*+2x—-3 b)f(x)=-3x*-12x -9 c)f(x):—%xz +5.

5. Gjeji bashkésiné e vlerave té kétyre funksioneve katrore:

a) f(x) =%x2 £3 0 b)) 2f()=2C+4x+8 ) F(x)=-3x2+3x +15.
6. Vizato grafikonet e kétyre funksioneve:

a) f(x)=x" +§ b) f(X)=—-4x*+1 ¢) f(x)=(x-1)(x+3).

7. Jané dhéné funksionet katrore f ( X) = 3x? — 5x — 7 dhe g ( X) = —x% — 4x — 8.
a) Transformoji funksionet né formén kanonike;
b) Skico grafikét e funksioneve f dhe g.

9.4. Funksionet e fuqgive

Funksioni i formés f (x) = x P, ku p éshté numér real quhet funksion fugie.
Funksionin e fugisé do ta shqyrtojmé né kéto raste:
1°. Nése treguesi p éshté numér natyror cift, atéheré funksioni éshté i formés
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f (X) = x2", n éshté numér natyror.

Disa veti té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit. D, = R.

Bashkeésia e vlerave 7, = R * {0}

Funksioni zvogélohet né intervalin (—o, 0) dhe rritet né intervalin (0, +o).
Funksioni ka zero né x = 0.

Grafiku i funksionit éshté simetrik né lidhje me boshtin y, dhe kalon népér pi-

kat (~1,1), (0, 0) dhe (L,1).

Shembulli 1. Te figura 1 jané paraqgitur funksionet f ( x) = x> dhe g ( x) = x*.

Figura 1

Figura 1

2°. Nése treguesi p éshté numér natyror tek, atéheré funksioni éshté i formés

f (X) = x2"1, n éshté numér natyror.

Disa prej vetive té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit D, = R.

Bashkésia e vlerave. 7, = R.

Funksioni rritet né gjithé drejtézén reale.
Funksioni ka zero né x = 0.

Grafiku 1 funksionit €shté simetrike n€ lidhje me fillimin e koordinatave, dhe

kalon népér pikat (-1, -1), (0, 0) dhe (1,1).
Shembulli 2. Te figura 2 jané paraqgitur funksionet f ( x) = x° dhe g ( x) = x°.

Figura 2
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3% Nése treguesi p shté numér i ploté negativ, atéheré funksioni éshté i formés

_ 1
a) f(x)=x 2" = —, > N éshté numér natyror.
X

Disa veti té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit D, = R \{0}.
Bashkésia e vlerave. Ve=R *,

Funksioni rritet né intervalin (—oo, 0) dhe zvogélohet né intervalin (0, +o).
Funksioni nuk ka zero.

Grafiku i funksionit €shté simetrik né lidhje me boshtin y, dhe kalon népér pi-

kat (~1,1) dhe (L,1).

Shembulli 3. Te figura 3 jané paraqitur funksionet f(x) -7 u g(x) =7

1 1

Figura 3

(2 1
b) f(x)=x""" =—— 1 gshté numér natyror (figura 4).
X

Disa veti té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit D, = R \{0}.

Bashkésia e vlerave Vi=R \{0}.

Funksioni zvogélohet né gjithé fushén e pérkufizimit.
Funksioni nuk ka zero.

Grafiku i funksionit éshté simetrik né lidhje me fillimin e koordinatave, dhe

kalon népér pikat (-1, —1) dhe (1,1).

: : : : 1
Shembulli 4. Te figura 4 jané paraqitur funksionet /' (x)= 1 dhe g(x)=—.
x

3
X

Figura 4
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m
49, Nése treguesi p shté numér pozitiv racional, pérkatésisht p = P ku m dhe n

jané reciprokisht numra natyror té thjeshté, atéheré funksioni éshté i formés
m

a) f(x)=x" =4/x", n éshté numér natyror.
Disa veti té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit D, = R * U{0}.
Bashkésia e vlerave V, = R * {0}

Funksioni rritet né€ gjithé fushén e pérkufizimit.
Funksioni ka zero né x = 0.

Grafiku i funksionit kalon népér pikat (1,1).

b) f(x)=x" =", n éshté numér tek.

Disa veti té funksionit jané:

Fusha e pérkufizimit D, = R.

Bashkésia e vlerave 7, = R

Funksioni rritet né gjithé fushén e pérkufizimit.
Funksioni ka zero né x = 0.

Grafiku i funksionit kalon népér pikat (-1, —1) dhe (1,1).

Shembulli 5. Te figura 5 jané€ paraqitur funksionet f(x) =x, g(x) = \/? dhe

h(x)=%/;.

Figura 5

Detyra

Shkruaj vetité dhe vizato n€ sistemin koordinativ t€ njéjté grafikét e kétyre fun-
ksioneve:

1 f(x)=x% f(x)=x"dhe f(x)=x"
2. f(x)=x, f(x)=x"dhe f(x)=x".

3 f0 =5, f() = dhe f(1)=—.
4. f(x)=i3, f(x)zisdhe f(x):i7.
X X

1

P
X X

X
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5. f()=vx, f)=3x dhe f(x) =¥,
6. f(x)=x, F(x)=x dne F(x)=3%.

9.5. Funksioni eksponencial

Funksioni i formés

f(x)=a*,a>0dhea=1,
quhet funksion eksponencial.

Kufizim a # 1 te pérkufizimi €shté i nevojshém pér shkak té faktit se péra =1
funksioni f (x) = a* = 1* = 1 éshté funksion konstant gé i takon klasés sé funksioneve
eksponenciale.

shembuli 1. Funksionet £(0=2". 7(=( 1] . F=0.25", f(=(J5)
jané shembuj té funksioneve eksponenciale.

Me shfrytézimin e vetive té fugisé me tregues real, arrijmé deri te kéto veti té fun-
ksionit f (x) =a*, a>0dhe a = 1.

e Péra>0dhe a= 1, fugia a*éshté pérkufizuar pér ¢do vleré té x. Prandaj, fusha e
pérkufizimit D, té funksionit eksponencial éshté bashkésia e numrave real, pérkatésisht
Df =R.

e Pasi a* > 0 pér cdo numér real x dhe pér a>0, a= 1, A > 0 ekziston numér real
i vetém x, ashtu gé a* = A, kemi se bashkésia e vlerave té funksionit eksponencial pér-
béhet prej té gjitha numrave real pozitiv pérkatésisht, 1, = R*.

e Pasi a* > 0 pér ¢cdo numér real x, mund té PER ;undojmé se funksioni eksponen-
cial nuk ka zero.

e Péra> 1, prej x; < X, vijon se a*1 < a*2, dhe pér 0 <a < 1, prej X; <X, vijon se
a*1>a’2, Kjo do té thoté se pér a > 1 funksioni éshté monotono rrités né bashkésiné e
numrave real, kurse pér 0 < a < 1 funksioni &shté& monotono zvogélues né bashkésiné e
numrave real.

Shembulli 2. T’i shprehim vetité e funksionit f (x) = 2.

Fusha e pérkufizimit Df Té funksionit éshté bashkésia e numrave real, pérkaté-
sisht Df = R, kurse bashkésia e vlerave té funksionit pérbéhet prej té gjitha numrave
real pozitiv, pérkatésisht ¥, =R".

Funksioni nuk ka zero.

Pasi 2 > 1 funksioni éshté monotono rrités né bashkésiné e numrave real.
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Shembulli 3. Ta gjejmé fushén e pérkufizimit té€ kétyre funksioneve:
1

1Y =
Dr0=[3): w0 w=3t
a) Fusha e pérkufizimit éshté bashkésia e numrave real, pérkatésisht Df = R.

b) Thyesa 1 éshté pérkufizuar pér té gjithé numrat realé x = 0, prandaj
D; =R \{0}. '

¢) Rrénja katrore éshté pérkufizuar pér numrat realé jonegativ, prandaj
D; = [0, +x).

Shembulli 4. Shqyrto monotoniné e kétyre funksioneve:
0 10=35 b s0=(1]: 9 fw-07% 9 (3]

Funksionet nén a) dhe ¢) jané monotono rrités, pasi baza e fuqisé éshté mé e ma-
dhe se 1, kurse funksionet nén b) dhe ¢) jané monotone zvogéluese pasi baza e fuqisé

éshté numér real ndérmjet 0 dhe 1.
Shembulli 5. Ta vizatojmé grafikun e funksionit f (x) = 2.

Gjejmé disa pika prej grafikut me ndihmén e tabelés

X -2 | -1 0 1

S L1
f@=2 5 | 3

Pastaj ato i bartim te sistemi kénddrejté koordinativ i zgjedhur xOy.

Figura 1

Nése bartim mé shumé pika, duke pasur parasysh se funksioni éshté monotono
rrités, fitojmé parafytyrim pér grafikun e tij (figura 1).

Té vérejmé se kur vlerat e x né pakufi zvogélohen. Vlerat pérkatése té funksionit
ngelin pozitive, zvogélohen dhe asnjéheré nuk arrijné vlerén zero. Kjo do té thoté se
grafiku i funksionit afrohet kah boshti x, kurse asnjéheré nuk do ta pret as ta prek bosh-
tin x. Atéheré themi se boshti x éshté asimptota e funksionit f (x) = 2.
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Shembulli 6. Ta vizatojmé grafikun e funksionit f'(x) = (%) .

Gjejmé disa pika prej grafikut té tij:

X 2| =1 0
lx

==l 4| 2|1
y[zj

Pikat e fituara i bartim te sistemi kénddrejté koordinativ t&€ dhéné xOy. Duke i lid-

N = | =
A= |

hur pikat me vij€ t€ vijueshme, e fitojmé grafikun e funksionit (figura 2).

Figura 2

Té vérejmé se kur vlerat e X pakufi rriten, vlerat pérkatése té funksionit ngelin po-
zitive, zvogélohen dhe asnjéheré nuk arrijné vleré zero. Kjo do té€ thoté se grafiku i fun-
ksionit afrohet kah boshti x, kurse asnjéheré nuk do ta pret boshtin x. Atéheré themi se

boshti x éshté asimptota e funksionit f(x) = Gj .

Figura 3 Figura 4

Pérfundimi prej shembujve paraprak vlejné edhe né rastin e pérgjithshém. Pér
a> 1 nése vlerat e x né pakufi zvogélohen, vlerat pérkatése t€ funksionit ngelin pozitive,
zvogélohen dhe asnjéheré nuk arrijné vlerén zero, pérkatésisht boshti x éshté asimp-
tota e funksionit f (x) = a* (figura 3).

Ngjashém, pér 0 < a < 1nése vlerat e x né pakufi rriten, pérkatésisht vlertave
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funksionit ngelin pozitive, zvogélohen dhe asnjéheré arrijné vlerén zero, pérkatésisht
boshti x éshté asimptota e funksionit f (x) = a* (figura 4).

Shembulli 7. Ta vizatojmé né sistemin koordinativ té njéjté grafikét e
funksioneve

a) f(x)=2"dhe f(x)= (%) ; b) f(x)=23"dhe f(x)=logs(x—1).

Figura 5

Figura 6

R :
Vérejmé se grafikét e funksioneve f(x) =2"dhe f(x) = (Ej jané simetrike né lidh-

je me boshtiny (figura 5). Me té vérteté, nése pika M (X, y) i takon grafikut té funksionit
1 X ) —X
f(x)=2"atéheré N (- x, y) i takon grafikut f(x) = [5] ,pasi2® =270 = 2% = [%) .
1. o
Ngjashém, grafikét e funksioneve f(x)=3" dhe f(x)= (gj jané simetrike né
lidhje me boshtin y (figura 6).

Véshtrimet prej shembullit té fundit vliejné pér ¢farédo dy funksione eksponen-
ciale f (x) = a* dhe f(x)= [lj . Me té vérteté, nése pika M (X, y) i takon grafikut té
a

1 X
funksionit f (x) = a* atéheré N (— X, y) i takon grtafikut té¢ funksionit f(x)= (—j ,
a

pasia* =a ) = L (1] .

a” a

Shembulli 8. Te figura 7 dhe figura 8 jané vizatuar grafikét e disa funksioneve
eksponenciale:

a) f(x)=a" péra>1 b) f(x)=a"péro<a<l
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Figura 7 Figura 8

Prej shembujve té sipérm mund té vérejmé se pér vlerén e njéjté x > 0, vlerat e
funksionit eksponencial y = alx, y = a2 x,..., jané né renditje té njéjté sikurse vlerat
ay, ay,..., PEr ay, a,,... > 1, por né rendit e anasjellté té a;, a,,..., pér 0 <ay, a,,..., < 1.

Nga ana tjetér, pér vlerén e njéjté x < 0, vlerat e funksioneve eksponenciale y =
alx,y =a2x,..., jané né renditje té anasjellté prej renditjes sé vlerave a,, a,,..., pér a,,

ay,... > 1, dhe jané né renditje té njéjté me vlerat a,, a,,..., pér 0 < a,, a,,... < 1.

Detyra
1. Cilat prej kétyre funksioneve

1
a) f(x) =57 b) =32 0 () =T

jané eksponenciale?

2. Shprehi vetité e kétyre funksioneve:
D19 =3 wrw=(3): ofw-52

3. Gjeje fushén e pérkufizimit té kétyre funksioneve:
1

1 x+1 e
a) f (x) =32 b) f(x)= (5) D e) f(x)=41;
4. Shgyrto monotoniné e kétyre funksioneve:

) f () = 7%, b)f(x)=@jx; 01 ()=0, 2%

5. Vizato grafikun e funksioneve:

a) £ (x) =55 b) f(X)=Gj ;o of()=-25

¢) f(x) =42

o) f(x) =0, 4.

0) f(x) =7+

x+3
0 f(x) = @ |

1 X
) f(X)=—(5] :
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9.6. Funksioni logaritmik

Funksioni i formés f (x) =loga X, a > 0dhe a # 1 quhet funksion logaritmik.

Shembulli 1. Funksione logaritmike jané, pér shembull, funksionet:
f(x)=log,x, f(x)=log,x, f(X)=Igx, fXx)=Inx.
3

Me ndihmén e pérkufizimit pér funksion logaritmik f (X) = loga x dhe vetive té
funksionit eksponencial f (x) = a*, si edhe lidhja

log, x=f (x) < a'®=x
arrijmeé deri te kéto veté té funksionit logaritmik.

e Fusha e pérkufizimit t& funksionit logaritmik f (x) = loga x éshté bashkési R,
pérkatésisht Df = R".

e Bashkésia e vlerave té funksionit logaritmik f (x) = loga x éshté bashkési e nu-
mrave real, pérkatésisht V. = R.

e Numri real x = 1 éshté zero e funksionit logaritmik.

e Funksioni logaritmik f (x) = loga x, pér a > 1 monotonisht rritet, kurse pér
0 < a < I monotonisht zvogélohet né gjithé fushén e pérkufizimit Dy.

Shembulli 2. T”i shprehim vetité e funksionit f (x) = log, X.
Fusha e pérkufizimit t& funksionit D; = R,

Bashkésia e vlerave té funksionit V; = R.

Numri real x = 1 éshté zero e funksionit.

Funksioni monotonisht rritet, pasi 2 > 1.

Shembulli 3. T’1 gjejmé fushat e pérkufizimit t€ funksioneve logaritmike:
a) f(x)=log, x; b) f(x) =lg(x + 3); ¢) f(x)=log, x+7,

4 4
a) Df = R*
b) Prej x + 3> 0, fitojmé se. D;= (-3, +0)
¢) Fusha e pérkufizimit D; = R".

Shembulli 4. Ta shqyrtojmé monotoniné e kétyre funksioneve:
a) f(x)=log, x; b) f (x) =10gy,3 (x—3); ¢) f(x) = logs (x* + 4).

2
Funksioni nén a) éshté monotono rrités pasi baza e logaritmeve éshté mé e madhe

se 1, kurse funksionet nén b) dhe c) jané monotono zvogéluese pasi baza e logaritmeve
éshté numér real ndérmjet 0 dhe 1.

Shembulli 5. Ta vizatojmé grafikun e funksionit f (X) = log, X.

Gjeymé disa pika prej grafikut me ndihmén e tabelés

198



FUNKSIONE ELEMENTARE. VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

X

N | —

1
1 1|24
f(x)=log,x|-2| -1 [0 | 1 |2

Pastaj ato i bartim te sistemi kénddrejté koordinativ té dhéné xOy. Nése bartim
mé shumé pika, duke pas parasysh se f (x) = log, x éshté funksion monotono rrités, fi-
tojmé parafytyrim pér grafikun e tij (figura 1).

Figura 1

Kur vlerat e x afrohen kah 0, vlerat pérkatése t€ funksionit né pakufi zvogélohen,
pra grafiku u funksionit afrohet kah boshti y, kurse asnjéheré nuk do ta pret as ta prek
boshtin y. Atéheré themi se boshti y éshté asimptota e funksionit f (x) = log, X.

Shembulli 6. Ta vizatojmé grafikun e funksionit f(x)=log, x.
2

Sikurse edhe te shembull paraprak, gjejmé disa pika prej grafikut me ndihmén e
tabelés

. 41 2
f(x)=log, x|2| -1 |0

2

»—a[\)|r—A
N =

Pikat e fituara i bartim te sistemi kénddrejté koordinativ xOy. Me bartjen e mé
shumé pikave, duke pasur parasysh se, f(x)=1log, x éshté funksion zvogélues fitojmé
parafytyrim pér grafikun e tij (figura 2). 2

Té vérejmé se kur vlerat e x afrohen kah 0, vlerat pérkatése té funksionit né pa-
kufi rriten. Kjo do té thot€ se grafiku i funksionit afrohet kah boshti y, kurse asnjéheré
nuk do ta pret as ta prek boshtin y. Atéheré themi se boshti y éshté asimptota e grafi-

kut té funksionit f(x)=log, x.
2
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Figura 2

Pérfundimi prej shembujve paraprak vlen edhe né rastin e pérgjithshém. Mé sa-
kté pér a>1, nése vlerat e x afrohen kah 0, pérkatésisht vlerat e Funksionit né pakufi
zvogeélohen, pérkatésisht boshti y éshté asimptota e grafikut t€ funksionit f (x) = log,
X (figura 3).

Ngjashém, pér 0 < a < 1 nése vlerat e x afrohen kah 0, vlerat pérkatése té fun-
ksionit né pakufi rriten, pérkatésisht boshti y éshté asimptota e grafikut t€ funksionit
f (X) = log, X (figura 4).

Figura 3 Figura 4

Shembulli 7. T’1 vizatojmé grafikét e funksione-
ve f(x) =log; x dhe f(x)=log, x né té njéjtin sistem
koordinativ. 3

Ato jané simetrike né lidhje me boshin x, pasi
log, x =—log, x (figura 5).

3

Pérfundimi prej shembullit paraprak vlen né rastin
e pérgjithshém. Prandaj pér log, x = —log, x, shkak
t€ barazimit grafikét e funksioneve f(x)=1log, x dhe
f(x)=log, x jané simetrike né lidhje me boshtin x.

Figura 5

200



FUNKSIONE ELEMENTARE. VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Figura 6

Shembulli 8. Nése i vizatojmé né t€ njéjtin sistem koordinativ grafikét e funksi-
oneve f (x) = log, x dhe f(x) = log, (—x), do té vérejmé se ato jané simetrike né lidhje
me boshtin y (figura 6).

Pérfundimi prej shembujve paraprak vien edhe né rastin e pérgjithshém, pérkaté-
sisht Grafikét e funksioneve f (x) =loga x dhe f (x) = loga (—x) jané simetrike né lidh-
je me boshtiny.

Detyra
1. Cilat prej kétyre funksioneve
a) f(x) =logs (x-1); b) f(x) = logx ¢) f(x)=7°9%

jané logaritmike?

2. Shprehi vetité e kétyre funksioneve logaritmike:

a) f(x) =logs X; b) f(x) =10g0,3 x; ¢) f(x)=log, x.
7

3. Gjeje fushén e pérkufizimit t€ kétyre funksioneve logaritmike:

a) f(x) =logs x +12; b) f(x)=I1g(x+9);

¢) f(x)=log, (x* + x); ¢) f(x)=log, 3x* +5x+2).

3
4. Shqyrto monotoniné e kétyre funksioneve logaritmike:
a) f (x) = - log, X; b) f(x) =log, (2x+1); ¢)f(x)=Inx.
7
5. Vizato grafikun e funksioneve:

a) f()=—log,x;  b) f(x)=-log,(x); ¢) f(x) =log, ().
3

9.7. Funksioni invers

Kompozicioni f o g i funksioneve f dhe g me fushén e pérkufizimit D; dhe D,

pérkatésisht, pérkufizohet me
(fo 0)() =f(9(x)), pércdox e Dy, 4
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KU pr.g={x € D, [ 9(x) € Dy }.
Né ményré analoge, kompozicioni g o f i funksioneve g dhe f me fushén e pérku-
fizimit D, dhe Dy pérkatésisht pérkufizohet me
(9o f)(x) =9(f (x)), pér ¢do x € Dy, ¢
ku Dy, ={x € D¢ | f (x) € Dg}.

Shembulli 1. Le té jeté f, g : R —> R t& pérkufizuara me f (x) = 2x dhe g(x) =3x +1.
T’i gjejmé kompozicionet f o g dhe g o f. Kemi se
Diog={x e Dg|9g(x) e D;}={x e R[3x+1le R} =R
(fog)(x)=f(g(x)) =f(Bx+1) =2(3x +1) = 6xX + 2, pér ¢cdo x € R, dhe
Dg.i={x e D[ f(X) e Dg}={xe R[2xe R} =R
(gof)(X)=9g(f (X)) =g(2x) = 3(2x) +1 = 6x +1.
Eshté e qarté se f o g # g o f, pérkatésisht pér formimin e dy funksioneve né rastin
e pérgjithshém nuk vlen ligji komutativ.
Nése funksionet f dhe g i plotésojné kushtet:
(9o f)(X)=9g(f (x)) =X, pér¢do x € Dy, dhe
(fo0)(y)=f(a(y)) =y, pércdoy € Dy 1)
atéheré themi se f éshté funksion invers i funksionit g dhe g éshté funksion invers i
funksionit f.

Shembulli 2. Té kontrollojmé se funksioni f (x) = x® +1 éshté funksion invers i
funksionit g(») =3y —1 pasi

(g o)) =g(f () =g +1) =3 (x3 +1) -1 = x, pér ¢do x € R, dhe

(foa)y)=f(@() =fBy-1)=@By-1)°*+1=y,pércdoy e R.

Mund té tregohet se nése f ka funksion invers, atéheré ai éshté i vetmi. Pér kété
shkak lejohet funksioni invers i f ta shénojmé me f ~1. Tani, barazimi (1) e ka formén

(F Lo f)(X) =f~X(f (X)) = X, pér ¢do x e Df, dhe
(fof () =f(F(y) =y, pércdoy e D-1 )

Nése déshirojmé t’i vizatojmé grafikét e funksioneve f dhe f =1 né sistemin e njéjté
koordinativ, atéheré duhet té llogarisim se x éshté ndryshore e pavarur X e ndryshore ¢
pavarur pér t€ dy funksionet. Né kété kuptim, pér t’i vizatuar grafikét e funksioneve f
(x) = x° +1 dhe g(y) = 3y —1 né sistemin e njéjté koordinativ, e zévendésojmé ndrysho-
ren e panjohur y me funksioneve x, dhe i vizatojmé grafikét e

y=x+1dhe y=x—-1
Pas késaj marréveshje barazimet (2) marrin formén
(fLo f)(x) = f7(f (x)) = , pér ¢cdo x € Dy, dhe
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(fofH(x)=f(F (X)) =x, pércdox € D1 (3)
Barazimet (3) 1 sjellin kéto lidhje ndérmjet fushave té pérkufizimit dhe bashkeé-
sité e vlerave té fdhe f

Me té vérteté, barazimi i paré te (3) tregon se f % éshté pérkufizuar né f (x) pér ¢do
X prej fushés sé pérkufizimit té f, dhe kjo térheq se bashkésia e vlerave f 8shté nénbash-
kési prej fushés sé pérkufizimit t& f .

Anasjelltas, nése x éshté né fushén e pérkufizimit té f %, atéheré barazimi i dyté te
(3) térheq se x éshté né vlerave té f. Prandaj, fusha e pérkufizimit té f 1 éshté nénbash-
késia e bashkésisé sé vlerave té f.

Vértetimi i barazimit té dyté realizohet né ményré analoge.

Pérvec késaj, ndryshorja e pavarur té funksionit té dnéné éshté ndryshorja e fun-
ksionit té tij invers, kurse ndryshorja e funksionit té dhéné éshté ndryshorja e pavarur e
funksionit té tij invers. Prandaj mund té shkruajmé

y=f(x) <= x=fy).

Prej kétu del kjo ményré praktike pér gjetjen e funksionit invers té funksionit té
dhéné. Te formulay = f (x) mjafton vetém x dhe y t’i ndérrojné vendet e veta, kurse pas-
taj barazimi i kétill€ i fituar zgjidhet né lidhje me y qé té shprehet si funksion sipas x.

Shembulli 3. Le té jeté dhéné funksioni linear y = ax + b. Me zévendésimin e
vendeve té x dhe y fitojmé X = ay + b. Nése barazimin e fituar e zgjidhim sipas y e fito-

Jmé funksionin invers gé éshté pérséri funksion linear: y =———.
a a

Shembulli 4. Ta gjejmé funksionin invers té
f(x)=~3x-2.

Sipas ményrés sé konstatuar sé pari shkruajmé. y =+/3x—2. Me zévendésimin e ven-

deve té x dhe y kemi x = /3y —2. Nése barazimin e fituar ¢ zgjidhim sipas y e fitoj-

x2+2 x> +2

mé formulén pér funksioni invers y = , pérkatésisht £~ (x) = . E dim se

D;-1=V; dhe se V; = [0, +0), pra kemi D;-1 = [0, +o0). Késhtu kemi se funksioni invers
i funksionit té dhéné éshté
X2 +2

3

TE€ vérejmé se, nése pércaktohet fusha e pérkufizimit t€ funksionit invers direkt

x=>0.

)=

prej formulés, do té fitohet se D, , = (—o0,+0), qé nuk éshté e sakté dhe duhet né vecan-
ti t& kemi kujdes.

Prej vet pérkufizimit té funksionit invers kemi se pika (X, y) i takon grafi-
kut té funksionit té dhéné f nése dhe vetém nése pika (y, x) i takon grafikut té
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funksionit té tij invers. Pikat (x, y) dhe (y, X) jané simetrike né lidhje me drejtézén
y = X né rrafshin koordinativ. Prej kétu fitojmé se grafiku i funksionit invers f ~(x) éshté
simetrike me grafikun e funksionit f () né lidhje me simetralen e kuadrantit I dhe 1lI,
pérkatésisht né lidhje me drejtézén x =y.

Prej kétu, kurse gjithashtu dhe prej vet pérkufizimit, vijon se nése g éshté funk-
sion inverse i funksionit f, atéheré f &shté funksion invers i funksionit g, gé do té thoté
se ato jané reciprokisht inverse.

Shembulli 5. Funksionet f (x) = x? dhe g(x) = \/;jané reciprokisht inverse né in-
tervalin [0, + ). Reciprokisht inverse jané edhe funksionet f (x) = x? t& pérkufizuar né
intefrvalin (- oc, 0] dhe h(x) = - Jx g pérkufizuar né intervalin [0, + o) (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Shembulli 6. Inverse njéra né tjetrém jané edhe funksionet (figura 2)
y=a*“dhey =log, x

Detyra

1. Gjeji kompozicionet f o g dhe g o f, nése f (x) = In(x +1), pér ¢do x e(-1, «),
dhe g(x) = >3, pércdox € R

2. Gjeje funksionin invers té cdonjérés prej kétyre funksioneve:

D F0=204 DW= 9fw=-  0/@=3x

3. Trego se pér funksionin f(x) :H—); vlen
x—

(fof)(X)=x, pércdo x € R\{1}.
1+3x

4. Trego se funksioni f(x) = éshté invers me vetveten.

9.8. Koncepti pér vargun

Té shqyrtojmé funksionin f prej bashkésisé sé numrave natyror né bashkeé-
siné e numrave real. Ai éshté dhéné nése jané té njohur vlerat e fuinksionit
f(l)=a,f(2)=a, f(3)=as..,f(n)=a,,..
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Vargu éshté funksion prej bashkésisé sé numrave natyror né bashkésisé sé nu-
mrave natyror.

Vargun do ta shkruajmé shkurtimisht me a,, a,, as,... 0se edhe shkurtimisht me
(a,). Poashtu a, quhet anétari i pérgjithshém i vargut (a,).

Shembulli 1. Shkruaj anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshém a,, nése:

2 a, =; b)q, = 7D, ¢)a,=n";
n n
por pastaj vargjet e dhéna paraqiti grafikisht te boshti numerik.

1 1 1

a=la,=—, ar=—, a, =—, as =—.

a)a 2550 3= 3,44 = 7, 5=
Figura 1

ba—Oa——a——ga—éa———

)4 s 6y > U 3’ 4 4 3
Figura 2

1 1
ca =1 a,=2, a3:§’ a, =4, aszg-

Figura 3

Shembulli 2. Gjeji formulén pér anétarin e pérgjithshém a,, té kétyre vargjeve:

1 1 1 345
—1,1,—1...; b > 5 cees PRENE
a) )2 22 23 C)2 3 4
n+2
=(-1 ”; b = a,= .
W a, = (D) ya,=>; 0, ="

Vargjet mund té kénagin disa veti. Ato veti mé sé shpeshti jané kushtet pér rritjen

dhe zvogélimin, si edhe kufizimin e vargjeve.

Pér vargun (a,) themi se éshté

e Monotono rrités nése a,,; > a,, pér ¢cdo numér natyror n

e Monotono zvogélues nése a,,; < a,, Pér ¢cdo numér natyror n.

Kushti pér rritje monotone té njé vargu tregon se ¢do anétar vijues i vargut ésh-
té mé i madh se anétari paraprak, pér shembull, vargu me anétarin e pérgjithshém
a, = 5n — 2 éshté rrités, pasi a; < a, < ag <... pérkatésisht 1<4<7<... Drejtpérdrejt kon-
statojmé se
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a;tl—a,=5(n+1)-2-[5n-2]=5n+5-2-5n+2=5>0
pra prej kétu pérfundojmé se a,,; > a,,, pér ¢do numér natyror n.

Kushti pér zvogélimin e njé vargu tregon se ¢cdo anétar vijues i vargut éshté mé i
vogél se anétari paraprak.

Shembulli 3. Pér shembull, vargu me anétarin e pérgjithshém a,, :1+i2 éshté
zvogélues, pasi "
" - 1 | - . .
a>a>a>..., pérkatésisht 2 > 1Z > 15 > ... Drejtpérdrejt bindemi se

2 2
1 L _n=(n+D)” _ (2n+1)<0

—a =1+— =
AR (n+1)? n’ P+ nP(n+1)?

a

pra prej kétu vijon se a,,; < &, pér ¢do numér natyror n

Té pérmendim se ¢do varg patjetér té plotéson disa prej vetive té sipérme. Késh-
tu éshté vargu 2, 5, 2,5, 2,5, 2,5, 2,....

Pér njé varg themi se éshté i kufizuar prej larté, nése ekziston numér real M,
ashtu qé

a, < M, pér ¢cdo numér natyror n.

Né ményré analoge pérkufizojmé varg té kufizuar prej poshté né kété ményré.

Pér njé varg themi se éshté i kufizuar prej poshté, nése ekziston numér realé M,
ashtu qé

a, > M, pér ¢cdo numér natyror n

Vargjet t€ cilat njé€kohésisht jané té kufizuar prej lart dhe prej poshté i quajmé var-
gje té kufizuara. Ato mundemi t’i pérkufizojmé né kété ményré.
Pér njé varg themi se éshté i kufizuar, nése ekziston numér real M, ashtu gé
| &, |< M, pér ¢do numér natyror n.

Shembulli 4. a) Vargu me anétarin e pérgjithshém a, = 3" éshté i kufizuar prej

poshté, pér shembull, me numrin 0, por nuk &shté i kufizuar prej larté.

b) Vargu —1,1,—2,1,—3,1,—4,1,—5,%,... éshté 1 kufizuar prej larté me numrin 2,

por nuk &shté i kufizuar prej poshté.

= (Sl ) €shté 1 kufizuar edhe prej larté edhe prej poshté, ¢cfarédo

: - . )" (n-1 -1
numér mé i madh se numri 1, pasi| a, |= ;( )" (n )‘ 3t
n

c)Vargua,
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Shembulli 5. Ta shqgyrtojmé vargun me anétarin e pérgjithshém a, = 3n — 2. Ky

varg éshté rrités, pasi a; < a, < as <a, <... Né kété rast anétari i paré éshté a, =1 dhe ai

€shté anétari mé i vogél te vargu, prandaj ky varg éshté i1 kufizuar prej poshté me ¢farédo

numér mé i vogél se 1, pér shembull 0.

Vargu i cili nuk &shté i kufizuar quhet i pakufizuar. Me tjera fjalé, vargu (a,)

&shté kufizuar nése pér ¢do numér real M ekziston numér natyror n, ashtu gé | a, |> M.

Detyra
1. Gjeji té paktén njé formulé pér anétarin e pérgjithshém a, té kétyre vargjeve:
10 13 16 1 11 1
a)2,5,8,11,14... b)4,z,—,—,—... o-L = —-—=, -, —=..
23 45 2 3 4 5

2. Cilat vargje themi se jané rritése, kurse cilat jané zvogéluese?
3. Trego se vargu me anétarin e pérgjithshém a, éshté i kufizuar prej larté:

1 42 -"
a)a,=1-—:1 b)an:%; c)an=1+( D .
\/; n logn
4. Trego se vargu me anétarin e pérgjithsém an éshté i kufizuar prej poshté:
1 " -1
a)a,=2+—; b)a,=(-1)"; c)an:n )
n n

5. Trego se vargu a,, =1+ 1 + Lz +..+ L €shté 1 kufizuar.
3 3 3}1—1

9.9. Kufiri i vargut

Koncepti pér kufirin e vargut

Shembulli 1. Ta s shqyrtojmé vargun (a,), ku a, = 1 , dhe té paragesim te boshti
n

real disa anétar fillestar t€ tij (figura 1).

as a, ag ay a
HHHHHHHHHH— f f f
0 11 1 1

> 4 3 2 1

Figura 1

Mund té vérejmé se pikat té cilat u pérgjigjen kétyre anétaréve prej vargut “lévi-

zin“ prej 1 kah zeroja, gé nuk éshté anétar i vargut.

Nése marrim &, pér shembull, € = o te rrethina ¢ e 0 domethéné intervali (¢, ¢)

do té gjenden anétarét a;;, a5, a43,..., dhe ato jané pakufi shumé anétar (figura 2).
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Figura 2

Jashté késaj rrethine € ka 10 anétar. Né rastin e kétillé themi se vargu grumbullohet rre-
th pikés a=0.

Pérkufizimi 1. Pika a R quhet pika e grumbullimit pér vargun (a,) nése te rre-
thina e saj € gjenden pakufi shumé anétar prej vargut.

Me tjera fjalé, nése pér ¢do ¢ >0, vlen a, € (a — &, a + ¢), pér pakufi shumé n e
N domethéné | a, — a |< €, pér pakufi shumén € N.

Shembulli 2. a) Pér vargun (a,), me anétarin e pérgjithshém a,, = 2, pika e grum-
bullimit éshté numri 2 pasi té gjithé anétarét e vargut jané né ¢farédo rrethiné té pikeés 2.

b) Vargu (a,), me anétarin e pérgjithshém a, = n?, nuk ka pika té& grumbullimit
pasi anétarét e tij pafund zmadhohen.

¢) Pérvargun (a,), me anétarin e pérgjithshém a, = (-1)", pika té grumliullimitjané
numrat —1 dhe 1 pasi né ¢farédo rrethiné prej numrave ka pafund shumé anétar té vargut.

Sikurse vérejtém te shembulli 1, pér vargun me anétarin e pérgjithshém a, =—

n

né ményré intuitive éshté e garté se pér numra té médhen;j té indeksit n, anétari n i var-
gut éshté afér prané 0, ashtu sikurse n rritet, a, = — éshté mé afér pran€. numri 0 (figu-

ra 1). Kété fakti mund ta sqarojmé né kété ményre'n.

Pér ¢do numér pozitiv & ekziston numér natyror n,, ashtu gé 0 < — < g, pérkaté-
n
sisht n, > —. Pér shembull, nése e ¢ = 0,01 atéheré n, > ﬁ =100, nése éshté ¢ = 0,001
€

3

atéheré n, >

=1000. Tani pér ¢farédo numér n > ny vlen

9

L o
n

=—<E&

an—O]= »

’ 1

gé do té thoté se a, e(—¢,€), pérkatésisht pér vlera t¢ médha té nvlen —e <an <e.
Né Kkété rast themi se vargu konvergjon (tenton) kah numri O.

NEé rastin e pérgjithshém, nése vargu tenton kah ndonjé numér a, atéheré do té
duhej pér ¢farédo numér té vogél pozitiv ¢, té ekziston numér n,, ashtu gé pér n > n, té
vlen a — e < a, < a + ¢, pérkatésisht té gjithé anétarét a, qé u pérgjigjen pér kéto vlera
té n t€ ndryshojné prej a sipas vlerés absolute mé vogél prej e.

Shembulli i dhéné e motivon futjen e konceptit kufiri 1 vargut.
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Pérkufizimi 2. Numri real a quhet vlera kufitare ose kufiri i vargut té numrave real

(a,) nése ¢cdo numér pozitiv € ekziston numér natyror n,, ashtu gé
|a,—al<e, pérgdon=ng

dhe shkruajmé lim a, = a. Domethéné
n—oo

lima, = a < (Ve>0)(dn,e R )(Vne R)n=n,=|a,—al<e).

T¢€ vérejmé se te pérkufizimi i vlerés kufitare t€ zeros kérkohet duke filluar prej
ndonjé n, té gjithé anétarét e vargut té jené né rrethinén & né kufirin a. Pér dallim prej
késaj te pérkufizimi 1 pikés s€ grumbullimit nuk kérkohet t€ gjithé anétarét t€ jené né
rrethinén g, kurse atje t€ keté pakufi shumé anétar té vargut. Kuptohet, edhe jashté rre-
thinés € mund té keté pafund shumé anétar té vargut té dhéné. Poashtu nése numri real

a éshté vlera kufitare e vargut, atéheré a &shté pika e vetme e grumbullimit té atij vargu.

Vargjet konvergjente

Nése pér vargun (an ) kemi se lim a, = a, atéheré themi se ai tenton kah numri a
kur n tenton kah oo dhe shkruajmé annj:oa, kur n — oo, kurse pér vet vargun (a,) themi
se éshté konvergjent. Me tjera fjalé, vargu (a,,) tenton kah numri a kur n tenton kah oo,
nése anétarét a, jané “afér ¢farédo” deri te numri a kur n éshté “mjaft i madh“.

Prej pérkufizimit t€ vlerés absolute t€ numrit real vijon se pabarazimi
la,—al<e
te pérkufizimi pér vlerén kufitare t€ vargut €shté ekuivalent,e pabarazimin e dyfishté
a—¢<a,<a-+ e, pérkatésisht kushti
a,c(@a—-g a+e).

Intervali (a — €, a+ €) zakonisht quhet rrethina € e numrit a. Prandaj pérkufizi-
min e vargut mund ta interpretojmé né kété ményré:
Vargu (a,) tenton kah numri a nése pér ¢cfarédo numér pozitiv e ekziston numér

natyror n,, ashtu gé a,e(a — ¢, a + €) pér ¢do numér natyror n > n,.

Figura 3
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Atéheré themi se duke filluar prej rrethinés € e numrit aj qé do té thoté se té gjithé
anétarét e vargut, pérve¢ shumé anétaréve té fundshém, gjenden né rrethiné n, té gjithé
amnétarét e vargut gjenden né ¢ té numrit a (figura 3).

Shembulli 2. Vargu me anétarin e pérgjithshém an = ¢, ku ¢ éshté numér real,
konvergjon kah numri c. Me té vérteté, né kété rast pér ¢cfarédo € > 0, numri i kérkuar
Ny éshté 1.

"
Shembulli 3. Do té vértetojmé se lim — =0.

n—n

Me té vérteté, pér ¢do numér pozitiv & ekziston numér natyror n,, ashtu gé

0< RS < g, pérkatésisht n, > l. Atéheré kemi se

n

1—0‘ 1 < &, pér ¢do numér natyror n > n,,.
n

. N U .
Poashtu, pér =L, prej pabarazimit —<—— vijon se n > 100. Prandaj, 100
100 n 100

. ) e N .. ) 1 1
anétar prej vargut jané jashté prej intervalit| -—,—|.
prej vargut jane J prej ( 100 100}

n—>oo n

. . . -1)"
Shembulli 4. Do té vértetojmé se lim (1 +QJ =1.

Pér ¢cdo numér pozitiv € ekziston numér natyror ashtu gé 0 < — < €.

ny
(1+ (_1)"}1
n

Vargje divergjente

Atéheré

lan —a| =

1 .
=—<¢g,epéredon=>n,.
n

T& kthehemi te pérkufizimi pér vlerén kufitare t€ vargut. Nése pér vargun e numra-
ve e numrave real (a,) nuk ekziston kufi, at€heré themi se vargu divergjon. Domethéng,
vargu (a,) divergjon nése pér ¢do numér real a ekziston rrethiné ¢ té numrit a ashtu
g€ pafund shumé anétar ré vargut jané€ jashté rrethin€s, dhe atéheré vargu nuk ka kufi.

Shembulli 5. Vargu 1, 2, 3, 4, 5, 6,... nuk konvergjon kah asnjé numér real. Né
ményré intuitive mund té themi se ky varg tenton né pakufi. Shkaku pér até éshté kjo qé
vijon. Qofté ¢farédo numér t&€ madh M té zgjedhim, do té ekziston numér nyqé varet prej
M, ashtu g€ nése n > n,, atéheré do té vlen an > M. Pér vargun toné an = n, numri n, leh-
té pércaktohet. Pér shembull, pér M = 100, n, = 101, nése M = 1000, 7, n0 = 1001, etj.

210



FUNKSIONE ELEMENTARE. VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Pér cdo numér real M ekziston numér natyror n,, ashtu gé
a,> M, pércdon=n,
atéheré themi se vargu (a,,) tenton né pakufi dhe shkruajmé

lim a, =+oo
n—>o0

Domethéné, kemi se
lima, =+ < (VM >0)(3n,€ R )(Vne R )n2ny=a,>M).

n—o0
Né ményré analoge, pér ¢farédo numér real M ekziston numér natyror n,, ashtu gé
a, <M, pércdon=>n,
atéheré themi se vargu (a,) tenton né minus pakufi dhe shkruajmé

lim a,, = —co
n—»eo

Domethénég, kemi se
lima,=-~ < (VM >0)dn,e R )(Vne R)n2n,=a, <M).

n—oo

Shembulli 6. Pér shembull, vargu me anétarin e pérgjithshém a, =—+/n tenton
kah — co.

Né rastin kur lim a,, = +oo 0s€ lim a, = —eo, themi se vargjet pérkatése jané diver-

n—>o0 n—oo

gjente, pasi nuk konvergojné kah ndonjé numér real.

Shembulli 7. Vargu 1,-1,1, -1, 1, -1,... me anétarin e pérgjithshém a,, = (-1)" nuk
ka kufi.

Me té vérteté, numri 1 nuk mund t€ jeté kufi 1 vargut té dhéné, pasi anétarét me inde-
ks ¢ift nuk mund t’i takojné ndonjé rrethine té vogél, pér shembull pér e =1, té numrit 1.

Né ményré analoge edhe numri —1 nuk mund t€ jeté kufiri 1 vargut t€ dhéné, pasi
anétarét me indeks tek nuk mund t’i takojné ndonjé rrethine té vogél, pér shembull pér
e =1, té numrit -1.

Cfarédo numér a qé €shté mé 1 madh se 1 nuk mund té€ jeté kufiri pasi nése marrim
e =a—1>0, atéheré asnjé anétar prej vargut nuk i takon rrethinés ¢ t€. numrit a.

Cfarédo numér a qé éshté mé 1 vogél se —1 nuk mund té jeté kufiri pasi nése marrim

e =-1—a> 0, atéheré asnjéri anétar i vargut nuk i takon rrethinés ¢ té numrit a.

Cfarédo numér a g€ éshté mé 1 madh se —1 por mé 1 vogél se 1 nuk mund té jeté
kufiri i vargut, pasi nése marrim pér t€ gené mé i vogli prej numrave 1 — a dhe a — (-1)
=a+ 1, at€her€ asnjéri anétar prej vargut nuk i takon rrethiné€s t€ numrit a (b€j vizatim).

Domethéné asnjé numér real nuk mund t€ jeté kufiri 1 vargut t€ dhéné, pra vargu
1 dhéné nuk ka kufi.
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Detyra

- . R y +1 . +1
1. Eshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshéma,, = n—.Trego se lim 2~ = L
. . n+2 n—eo n+2
por pastaj gjeje ny, nése
)€ ! b) € 1 )€ 1
a)E=—, = ; c)€E= .
10 100 1000

2. Cili prej kétyre vargjeve tenton kah + oo 0se kah — oo, kurse cili kah numri real?

a)a,=n-—4; b)a, =——; ¢c)an=2-n’
2n

- . - . +1 . 1
3. Eshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshém a,, = e Tregose lim a, =—.
n+4 n—seo 3

Duke filluar prej cilit n, pafund shumé anétar té vargut gjenden né intervalin
(L),
3 100 3 100
4 Vargul,2,5,1,2,5,1,2,5,1,2,5,... aka kufi?
5. Nése vargu (an2 ) ka kufi 1, trego me shembull se vargu (a,) mund, kurse edhe

jo patjetér t€ keté kufi.

9.10. Njehsimi i kufirit té vargjeve konvergjente

N¢ bashkésiné e vargjeve prej numrave real, do t’1 pérkufizojmé kéto operacio-
net. Nése (a,) dhe (b,) jané dy vargje té dhéna, atéheré vargu (a, + b,,) quhet shumé
e vargjeve (a,) dhe (b)), vargu (a, — b,) quhet ndryshim i vargut (a,) me vargun (b,),
vargu (a,b,,) quhet prodhim i vargjeve (a,) dhe (b,,). Nése b = 0, pér ¢do numér natyror

n, atéheré vargu (Z—j quhet herési i vargut (a,) me vargun (b,,).

Vetia vijuese jep pérgjigje né pyetjen se prej konvergjencés sé vargjeve (a,,) dhe
(b,) a vijon konvergjenca e shumés, ndryshimit, prodhimit dhe herésit té vargjeve.
Nése (a,) dhe (b,) jané vargje konvergjente dhe nése lim a, =a dhe lim b, =b,
atéheré: e "
a)limca, = clima, = ca, pér ¢cdo numeér real ¢

n—oo

b) lim(a,*b,)=lima,*limb, =a+b
n—o0

n—oo n—o0

¢)lima,b, =1lima, limb, = ab

n—o0 n—c0 n—>oo
a lim a, u
¢) lim £ =22=__—_ néseb,=0, pér¢cdo nmér natyror n dhe b = 0.
n—eb, ~ lim b,
n—o0
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Shembulli 1. Kufirin hm¢ e gjejmeé né kété ményre:
== 2n* =3n+4
2 5 : 2 5
2= lim|1l+——=—
n’ +2n-5 L l+n n _ng?o( n nzj

fim el 3 5 3.5
e 2nT=3ndS ey 249 1im(2—+j
2

n n n—yoco n n
) o1 |
Iml+2lim—-5 hm—2
_ o n—eo N n—e g 1

lim2-3lim >+5lim >, 2

n—oo n—oo 1 n—eo p

Shembulli 2. Té vértetojmé se lim a,, = a, atéheré lim(a, ) =d*, keN.
n—oo Nn—oo

Me té vérteté, pér shkak té vetisé c) kemi lim (an)k =(lim an)k =d
n—oo n—>oo

Shembulli 3. Té vértetojmé se nése lim a,, = a dhe a,, =0, pér ¢cdo numér natyror

—>00
n, atéheré lim ,/a, =a. !
n—oo
Me té vérteté, le té jeté e ¢farédo numér pozitiv. Prej 1im a, =a vijon se pér e

n—»o0
€va ekziston numér natyror n, ashtu qé |a, —a < eva, pér ¢do numér natyror n > n,,.

Prej kétu vijon se
—a| ef
a, ~al= \/7 +Va a

prej ku pérfundojmé se lim y/a, =+a.

=¢, pér ¢do numér natyror n > n,

n—co
Detyra
2 _ 2 4n+3)(2n+1)(n—06
Lotm 224375 5 lim M. 3. 1im (A73)( . J(2-6).
n—e9p% +2n+4 n— 313 +2n% +1 n—eo n

W2 +6n-7) I B @ne)? - 2n-1)?
4. lim [—J 5. lim - 6. 1

n—es\ 2n% —n+2 n—e\ p2 42 n-1] n—>°°(3n+2) —(3n-2)*

7. lim \/_ 8. Iim (\/3n+1—\/3n). 9. lim n—4
n—ooAln+1 +\/— n—>o0 n—>o0 3/n3+5n2
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9.11. Vijueshméria e funksionit

Sé pari do té shqyrtojmé disa grafiké té funksioneve me té cilat i kemi hasur mé
herét. Te figura 1 jané paraqitur grafikét e funksioneve
1, x>0
y=x2, y=l nu y=sgnx=+<0,x=0.
o -1, x<0

Parashtrohet pyetja se grafikun e ¢donjérit prej funksioneve té dhéna a mund ta
vizatojmé pa e ngritur lapsin prej letrés, pérkatésisht me lévizje té pandérpreré té lap-
sit népér letér?

a) b) c)
Figura 1
Funksioni y = X? (figura 1 a) mund té vizatohet me njé 1évizje, pra themi se ajo
éshté e vijueshme ose se e pandérpreré né ¢do piké. Gjaté té vizatuarit e grafikut té fun-
ksionit y = 1 (figura 1 b)) lapsi patjetér té€ ndahet prej letrés pér ta vizatuar grafikun pér
X

vlerat x # 0. Mund té thuhet se funksioni y _1 éshté i vijueshém né cdo pikeé prej in-
X

tervalit (—o0,0) dhe né ¢do pikeé prej intervalit (0,+0), kurse te pika x = 0 funksioni nuk
éshté pérkufizuar. Gjithashtu, mund té thuhet se funksioni y = sgn X (figura 1 c)) ésh-
té i vijueshém né ¢do piké prej intervalit (—o0,0) né ¢do piké prej intervalit (0,+x), kur-
se te pika x = 0 nuk éshté i vijueshém. Ta pérkufizojmé konceptin pér vijueshmériné e
funksionit né ményré me té sakté. Le té jeté funksioni f i pérkufizuar né intervalin (a, b)
dhe le té jeté x, e(a,b). Pér funksionin f themi se éshté i vijueshém né pikén x,, nése
¢cdo numeér pozitiv ekziston numér pozitiv 8, ashtu gé pér ¢cdo x €(a, b) pér té cilén ésh-
té plotésuar pabarazimi x — X, < 8, vlen pabarazimi f (X) — f (Xo) < €. Prej pérkufizimit
drejtpérdrejt vijon se pér ¢do rrethiné (f (X,) — &, f (Xp) + € ) té pikés f (x,), ekziston rre-
thiné pérkatése 5 e (x0 — 9§, X0 + o) té pikés x, e cila me funksionin f pasqyrohet né rre-
thinén (f(x0) —¢,f(x0) +¢).
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Shembulli 1. Té vértetojmé se funksioni f (x) = 3x + 1 éshté i vijueshém né pi-
kén x = 1.

Me té vérteté, le té jeté dhéné ¢ > 0. Zgjedhim o = £ Atehers pér cdo numér real
x ashtugé |x-1|< dvlen .

\f<x)—f(1>!=\3x+1—4\=3|x—1|<3.5:3.§:g.

Shembulli 2. Funksioni f(x) = Jx éshté i vijueshém né pikén x = 2.
Le té jeté dhéné ¢ > 0. Zgjedhim 0 = J2ée. Atghers pér ¢cdo numér jonegativ real

xashtugqé |x—2|< ovlen e \/_|
(Vx—v2)Wx++2)
|f(x)—f(2)|—\\/§—ﬁ\—‘ NE R
_ |x—2‘ <|x—2‘<i:@:€
Jx+d27 N2 V2 V2
Né ményré té ngjashme mund té vértetohet se funksioni f(x) =/x &shté i vi-
jueshém né ¢farédo piké x, > 0. Diskutimi pér vijueshmériné e funksionit f(x) = Jx
né pikén x = 0 nuk ka kuptim pasi pika x = 0 nuk éshté piké e brendshme prej fushés

s€ pérkufizimit t€ funksionit. N& pikat e kétilla kufitare mundemi t€ flasim pér viju-
eshméri prej majtas (djathtas). Pikérisht, nése kushtin |x— x| < & e zévendésojmé
me—0<x—xy<0 (0<x—x,<3), atéheré pér funksionin f themi se éshté i vijueshém
prej majtas (djathtas) te pika x,. Pér kété shkak funksioni f'(x) = Jx éshté i vijueshém
prej té djathtés né pikén x = 0.

Mund t€ vértetojmé vijueshmériné né ¢do piké prej fushés s€ pérkufizimit edhe t&
funksioneve elementare: té fuqisé, eksponenciale, logaritmike dhe trigonometrike (edhe
pse ajo ményré jo patjetér gjithmoné té jeté e zakonshme sikurse shembujt e sipérm).
NEé rastin e funksioneve té pérbéra do t’i shfrytézojmé kéto veti.

1°. Nése funksionet f dhe g jané t& vijueshme né pikén x,, atéheré né até piké jané

té vijueshme edhe funksionet f + g, kf (k # 0 ), fg dhe é(me kusht g(x,) = 0).

2°. Nése funksioni g éshté i vijueshém né pikén x = x,, dhe funksioni f éshté i vi-
jueshém né pikén y, = g (Xo), atéheré edhe funksioni i pérbéré f o g éshté i vijueshém
né pikén x = X,.

Shembulli 3. Funksioni f (x) = 2x3—x?+ 5 éshté i vijueshém pér cdo numér real x.

Funksioni f;(x) = x éshté i vijueshém pér ¢cdo numér real x,. Me té vérteté, pér
¢farédo € > 0 zgjedhim & = &. Atéheré pér ¢cfarédo numér real x, ashtu gé [x — X,| < 8, kemi
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A= fixg)| = —xo| < S =e.

Pastaj me zbatimin e vetisé 1° mund t& pérfundojmé se jané té vijueshme edhe
funksionet f, (x) =x* dhe f; (x) = x°. Pasi funksioni konstant éshté i vijueshém (vérte-
timi i kétij fakti éshté i thjeshté), kemi se edhe funksioni g (x) =5 éshté i vijueshém. Né
fund, duke zbatuar vetiné 1° te funksionet f, (x) = X2, f; (x) = x> dhe g (x) = 5, fitojmé dy
funksione f (x) = 2x3 — x® + 5 éshté i vijueshém pér ¢do numér real x,.

Shembulli 4. Gjeji bashkésiné e pikave te té cilat funksioni f(x)=ﬁ éshté i
vijueshém.

Pasi funksioni g (x) = x — 1 ésht# i vijueshém, me zbatimin e vetisé 2° pérfundo-
jmé se funksioni f(x)= Y éshté i vijueshém pér cdo piké x = 1.

Detyra
1. Vérteto se funksioni f (x) = x? éshté i vijueshém né pikén x = 3.
2. Vérteto se funksionet piké. y=x3 dhe y = x* jané té vijueshme né ¢farédo

3. Sqaro pse kéto funksione jané té vijueshme te vlerat e shénuara té x:

a) y=+x+1, x=-1; b) y=e" +2x;
¢)y=In(x+1), x>-1; ¢)y=x%"
4. Caktoi pikat e ndérprerjes té kétyre funksioneve:
) y=—r b) y = L gy=iD
a = ) R C = .
(x+1)° x> —5x+6 x2-1

9.12. Vlera kufitare e funksionit

Koncepti pér vlerén kufitare té funklsionit

Para se ta fusim pérkufizimin pér vlerén kufitare t€ funksionit, do ta shqyrtojmé
kété shembull.

Shembulli 1. Ta shqyrtojmé funksionin

fo=2"2

2
x-=2

qé éshté pérkufizuar pér ¢do numér real X, pérveg per x = 2. Me njehsimin e drejtpérdrejt
mund té pérfundojmé se kur vlerat e ndryshores x pak dallohen prej numrin 2, atéheré
vlerat e funksionit f (x) afrohen deri te numri 4. Poashtu, vérejmé se pér x = 2, vlen
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f(x):x2—4:(x—2)(x+2):

x+2,
x—2 x—2

pra kemisef(x)~2+2=4kurx=~2.

Funksioni f le té jeté pérkufizuar né intervalin (a, b) gé e pérmban pikén x0 pér-
veg, ndoshta te pika x,. Numri real A quhet vlera kufitare ose kufiri i funksionit f kur
X tenton kah x,, nése pér ¢cdo numér pozitiv ¢ ekziston numér pozitivj 5, ashtu qé pér
¢do x €(a, b) (pérvec ndoshta pér x, ) pér té cilén plotésohet pabarazimi |x — x,| < & vlen
pabarazimi |f (x) — A| < €. Atéheré shkruajmé

lim f(x)=A.

X=X,

Figura 1

Prej vet pérkufizimit drejtpérdrejt vijon se funksioni f ka vleré kufitare A kur x ten-
ton kah X,, nése pér c¢do rrethiné ¢ té pikés A ekziston rrethiné 5 e pikés

f(X) € (A—g, A+¢€). X, ashtu gé pér ¢do x (X, -9, Xp + & ) vlen Pérkufizimi pér
kufirin e funksionit mund edhe gjeometrikisht té interpretohet. Te figura 1 éshté paraqi-
tur grafiku i funksionit f t& pérkufizuar te ndonjé rrethiné té pikés x,. Pér € > 0 vizatoj-
mé shirit t€ kufizuar me drejtézat y = A — e dhe y = A + €. Numri pérkatés & duhet té jeté
1 atillé q€ pjesa prej grafikut t€ funksionit né intervalin (X, -0, X, +8) Té pérmbahet te
shiriti par pak i vizatuar (pérvec. Ndoshta, pika (x,, f (Xg)).

Shembulli 2. Vérteto se lim(2x—1) =5. Sa éshté 5, pér € = ﬁ?

x—3

Pér ¢ > 0 zgjedhim 5=§. Atéheré pér ¢cdo numér x, ashtu qé |x—3\ <0, kemi

\(2x—1)—5\=|2x—6\:2|x—3|<25=2-§=e.
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Nése € = L, , atéheré 5:L.
100 200

2
. . -9
Shembulli 3. Vérteto se lim al =0.

x—=3 x—3

Le té jeté dhéné e > 0 . Zgjedhim & = &. Atéheré pér ¢do numér real x = 3, ashtu
qé [x —3|<d, kemi

_|x=3)+3)
_’ x=3

|x2—9_6

6|=|(x+3)-6|=|x-3[<=¢.
|x—3

T€ vérejmé se né kété rast funksioni i dhéné nuk €shté pérkufizuar te pika x = 3.
N¢ praktikeé jo gjithmoné njehsojmé kufi t€ funksionit si te shembujt paraprak, kurse
punojmé sipas ményrés sé€ shkurtuar. Pikérisht, prej pérkufizimit pér vijueshméri té fun-
ksionit, nése funksioni f &shté i vijueshém né pikén x,, atéheré lim f(x)= f(x,). Dhe,
anasjelltas nése lim /(x) = f(x,), atéheré funksioni f éshté i vijueshém né piken x,. Né
bazé té késaj Veaccig & funksioneve té vijueshme, leht€¢ mund t€ njehsohet vlera kufitare

e funksionit t& vijueshém te ndonjé piké. Pér shembull, pasi funksioniy = x? —1 éshtg i

vijueshém né ¢do piké lim (x> —1) = 2° —1 = 3. Megjithaté nése kufiri i fuinksionit sillet
x—2

né formén 9, si te shembulli paraprak lim (x> —9) = 0 dhe lim(x —3) = 0, atéheré eméru-
0 x—3 x—3

esi dhe numéruesi paraprakisht i thjeshtojmé, kurse pastaj kérkojmé vlerén kufitare.

Shembulli 4. Njehso lim Y+ =1

x—0 X

Jx4l=1_ Jx+l-1 Jx+l+1 1
X X Jx+141 Jx+141°

1

Nése x = 0, atéheré

CLoAx+l-10 1
pasi lim = lim =
x—0 X x=0+/x+14+1 2

1 -
—+1+1 éshté i pér x=0.
VX
(1+x)° -1

Shembulli 5. a) Ta njehsojmé kufirin lin%
X X

Pér shkak a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?) kemi

lim 40 =1 1iml((1+x)—1)((1+x)2 F(4x)+1)=

x—0 X x=0 x
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=1i£13((1+x)2 +(1+x)+1)=3.

1+x)"

b) Né ményré analoge me a) pér lim -1 , Ku n éshté numér natyror,

x—0 X
kufiri duke shfrytézuar identitetin
a"-b"=(a-b)@*t+a"%+..+ab"?+ b
fitohet se
lim (I+x)" -1

x—0

= 1iml((1+x)—l)((1+x)"-1 +(1+x)" 7+ (1+x)+]1) =
x=0 x

= 1in3((1+x)"_1 +(1+x)" .+ (1+x)+1)=n.

Shembulli 6. a) Pér kufirin lim
. Al+x-1
lim——
x—0 X
nése i shumézojmé numéruesin dhe eméruesin me shprehjen (/1+x)* +(/1+x) +1dhe
e shfrytézojmé identitetin té pérmendur te shembulli paraprak, do té kemi

T x—1 (V42 =1)( QM+ x)* + R+ x)+1)
lim——— =lim =

x—0 X x—0 x((m)2+(m)+l)

1+x-1

x‘i%x((m)z +Rf1+x)+1)

_ i X =l,
0 (Ar 0+ Qe +1) 3

b) Né ményré analoge si te a) pér kufirin

. Y+ x -1
Im—m

x—0 X

ku n éshté numér natyror, me shumézimin e numéruesit dhe eméruesit me shprehjen

G+ + G +0)" 2+ + 1+ x) +1
o x -1 (Vi x - 1)(@+0) " + @+ x)" 2 4+ @l x)+1)
m————=1I1im

I

=0 x =0 (@) @) L+ @) +1)

1

kemi

=lim

X
x>0 x((\”/1+x)”_l + (W +x)" 4+ (\"/1+x)+1) n

Njehsimi i vlerés kufitare té funksionit

Pér njehsimin e vlerave shpesh i shfrytézojmé kéto veti t€ vlerave kufitare.
Nése lim f(x)=Adhe lim g(x)= B, atéheré kemi
X=X,

X=X,
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a) lim[f(x)*g(x)]=4+B

X=X,

b) XILH)} [f(x)-g(x)]=4-B

¢ lim 2 -4 (g0
X=X, g(x)

Domethéné, kufiri prej shumés (ndryshimit, prodhimit ose herésit) té dy funksi-
oneve €shté e barabarté me shumén (ndryshimit, prodhimit ose herésit) prej kufijve té
atyre funksioneve.

x—1 -1
Shembulli 7. Gjeji vlerén kufitare lim| —— +x3_ .
=l x7 -1 x7 -1

Pasi
im X im ST Cime 2 he
ol x? -1 xol(x=D(x+1) xolx+1 2

2_ —
limx3 lzlim (x 1)2(x+1) ~ lim 2)c+1 g’
=lx? =1 =1 (x=D)(x"+x+1) x»=>1x"+x+1 3

pér shkak té vetisé sé sipérme kemi se

C(x=1 X1 . ox-1 . x*-1 1
lim + =lim + lim =—
x—l 3 x—l x2 -1 x-1 x3 -1 2

-1 x -1

Shembulli 8. Gjejlkuﬁrmhm(L— 3 j

x—I\ x—1 x -1
Né kété rast nuk mund vetiné e sipérme ta pérdorim pasi nuk ekzistojné vlera té

mbledhésve. Pér kété do ta transformojmé shprehjen né kété ményré (duke pasur pa-

rasysh se x #1):
1 3 x+x+1 3_xP4x-2_ (x—D(x+2) _ x+2

x-1 P11 -l X -1 (x—l)(x2+x+1)_x2+x+1'

Prandaj, kemi se

. 1 3 x+2
lim| —— 3 =lim 7=1.
—llx=1 x =1 x> +x+1

M+x-1

Shembulli 9. Gjej lim

o0 e x—1
Pas pjesétimit té numéruesit dhe eméruesit me kemi se x, me zbatimin e vetisé 1°
dhe detyra 5,
M+x-1 i Wx-1 1
T _am0 _x_3_4
x—>0\/1+x 1 x—>0\/1+x . \/1+x 113
x—0 X 4
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Zgjerimi i konceptit pér vlerén kufitare

Vlera kufitare e funksionit kur argumenti tenton né pakufi. Funksioni f le té
jeté pérkufizuar n€ intervalin (@, +o). Nése pér ¢do & > 0 ekziston numér & > a ashti gé
pér ¢cdo x> d vlen | f (X) — A |< g, <atéheré numri A quhet vlera kufitare e funksionit kur
X — 400 dhe shkruajmé

lim f(x)=4A4 (figura 2).

X—>+o0

Figura 2
Shembulli 10. Vérteto se lim (1 + lj =1.
—> oo X

Le té jeté ¢ > 0 ¢farédo i dhéné 5:1. e Atéheré pér ¢do x > & kemi

1 1 ‘
‘(H—j—l‘:
X

Ngjashém, pérkufizohet edhe vlera kufitare Iim f(x)=4 kur x — —oo.

X
X—>—o00

Vlera kufitare e pafundshme.

a) Funksioni f le t& jeté pérkufizuar né intervalin (a, b) qé e pérmban pikén X, pér-
veg, ndoshta te pika x,. Nése pér ¢do & > 0, ekziston numér 6 > 0, ashtu gé pér ¢do x €(a,
b) (pérveg ndoshta pér x, ) pér té cilén éshté plotésuar pabarazimi x — X, < d vlen paba-
razimi f (x) > ¢, atéheré themi se funksioni f tenton kah + oo kur x — x, dhe shkruajmé

}Ln} f(x) =+ (figura 3).

Figura 3
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Shembulli 11. Vérteto se lim

= oo,
x-1(1-x)?

.- 1
Le té jeté £ > 0 Cfarédo i dnhéné. Zgjedhim o = T.Atéheré pér cdo x = 1 ashtu
£

1 1
gé 0 <[ x - 1<, vlen pabarazimi ———>-5=¢.
(1-x)" o

Né ményré analoge pérkufizohet edhe vlera kufitare lim f(x)=—oco.
X=X,

b) Funksioni f le té jeté pérkufizuar né intervalin (a,+0). Nése pér ¢do € > 0, ek-
ziston & > a, ashtu qé pér ¢cdo x > d vlen pabarazimi f (x) > &, atéheré thuhet se funksi-
oni f tenton né +oo  kur x — +oo dhe shkruajmé

lim f(x) = oo,
X—>oo
Shembulli 12. Vérteto se lim x* = +eo,

X—>too

Le té jeté € > 0 | dhéné cfarédo. Zgjedhim & = /. Atéheré pér ¢do x > d vlen
pabarazimi | x* |> & 2 =&.

Né ményré analoge pérkufizohen kufijté

lim f(x)=+oo, liIJIrl f(x)=—codhe lim f(x)=—o.

X—>—o0 X—>—o00
Detyra
1. Duke shfrytézuar pérkufizimin pér kufi t€ funksionit vérteto se:
a) lim(x+2)=3; b) im(3x-1)=5; ¢) lim (5x-3)=-8.
x—1 x—2 x—-1
¢) lim9x =3; d) liml:l; dh) lim+/x—-4=0.
2ol =3x 3 x—4

3

2. Vérteto se lim(3x+2) =8. Sa duhet té jeté numri & pér e=— 9
x—2 1000

3. Gieji kito kufi:

o1 lim —5; lim_log, 3.
ol nlmos g o
4. Gjeji kéto kufij:

a) lim x?%; b) lim (6x—1); ©) limVx +2.
x—2 [N X=

2
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5. Njehso kéto vlera kufitare:

a) lim il ; b) lim x+1;
x—lx(x—1) x—>-1x3 41
[ . 3xt =4’ 41
) limx4 1; d) llm%'
x—=1 x7 — x—l1 (x—l)
Gjeji kéto kufij:
6.2) lim (7x+1); b) lim (x+4)%;
x——-2 x—=2
2 3
7.2) lim*——> b) lim X
x=3 X — x—=2 X—
3 2
8. a) lim * 1. b) lim—>"
-1 x+1"~ 10 3x° +2x
2 2
9.a) lim xix—l—6; b) limm;
x—>-3 x+3 =3 x2 -9
2 2 _
10. a) 11mﬂ' b) hmw-

=2 2x2 —12x+16 —23x2 _9x+6

11. ) lim Y122, b) lim ¢) lim———r
x-3  X— x—>21 NBS x—l 5_x2 -2
3- \/5+x . \/x2—2x—\/x2+2x . 241-1
12. a) lim b) lim > ; ¢) lim .
x—>41—+/5- x x—3 x"—4x+3 =042 +16 -4
13. Njehso kéto vlera kufitare:
_ 2 2
a) lim ==L b) lim 272X=% . ¢) lim| X |,
x—o0 3x—2 X—>o0 2)62 —-Xx x—oo| 1—x x +2
4 i p
¢) lim T d) lim 5 dh) lim
X—oo |4+ x x—eo x° 41 x> ]l—x
14. Njehso kéto vlera kufitare
. \/3 X2 +x x2+l Va? +1
a) lim ; b) lim ; ¢) lim ;
x>0 X+2 x—teo X+1 x——o  x+1

) lim (Va2 +1=x2 1)

X—>too

X—>—0c0

4 —
¢) lim xz 1;
x—l xc —1

2
dh) 1i sz'
-1 2x2 —5x+3

¢) im(3x> —2x% +4).

x—l

2

0) limx3_1
x—1x° =1
c) hm(L— 3 J
r—N1—x 1—x3
2
¢) lim x“+x-2

x—>1x2—7x+6

o lim 4x? +7x—11
x—>1x +9x— 10

d) lim (\/1 x> +x); dh) llm (\/x +1+x).
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9.13. Vlerat kufitare té vecanta

Kétu do t& pérmendim disa vlera kufitare té cilat nuk jané té qarta, kurse shpesh
paragiten gjaté zgjidhjes sé llojeve té ndryshme té detyrave. Disa zbatime té tzyre te

njehsimi né€ vlera tjera kufitare do t€ paraqten te shembujt qé vijojné.

1 X
10 lim(l+—j =e
X—>oo X

20 |lim 100D _
x—0 X

3 imE"=na (@>0,a#l)
x—=0 X

a —
po (07 -1
x—0 X

40 =, (a#0)

Shembulli 1. Njehso kéto vlera kufitare:

4

) tim| 144 | b) 1im(1+3j2; 0 lim(l+2j :
X—>o0 1 X—oo X X—yo0 X
4
2x 3 _
¢) lim (1 +ij ; d) lim-(e" —1); dh) lim SFX=VI+x
X—>00 x—1 x>0 x x—0 x
)
Kemi se a) lim 1+l = ¢, ku e zbatojmé kufirin 1° dhe
X—>o0 X
4

fakti se x —oo térheq se % — oo,

X

. 2\ . 1
b) Kemilim| 1+= | =lim|1+— | =e.
X—>o0 X X—o0 1
2 x 9 ¥ 9
9 1)’ 1) 1)
c)lim(1+—j =lim{1+—| =lim||[1+—| | =[lim|[1+—| | =¢’.
X—>o0 X X—o0 f X—>o0 E X—yo0 z
9 9 9
ﬂ
2x R P
. 2 2 )2 ) e .2 .
¢)Pasi|1+— | =||1+—— , me zévendésimin —— =y, (pér shkak
x—1 x—1 x—1

X—>o<y—>0)kemise
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x—1 1
) 2 2 . . . .
lim £1+—j =lim(1+ y)” =e, ndérsa lim 4—x=4.
X—>o0 X— y—0 X—oo X —

X—>o0 x—1

2x
Prej kétu kemi se lim (1+—j =t

Theksojmé se kétu e shfrytézojmé kété rregull:
Nése lim f(x)=4>0 dhe lim g(x)=B (A dhe B jané numra té fundshém),

X—>X, X=X,

atéheré lim [ £(x)]*" = 4°
X=X
gé vijon barazimi [ f (x)]9® = ¥ T () dhe vijueshméria e funksioneve e* dhe In x.
d) Kemi se lirr(}l(ex —1)=Ine =1pér shkak té rezultatit 3° pér a = e.
xX—> X

dh) Nése te numéruesi shprehjes e zbresim dhe e shtojmé numrin 1, kurse pastaj

e zbatojmé kufirin 4°, kemi

- 3\/1+x—\/1+x _

- V+x-1-+x-1) _

li li
x—0 X x—0 X
_ AM+x-1 . Nl+x-1_1 1 1
=lm——-lm——=———=——.
x—0 X x—=0 X 3 2 6
Detyra
1. Njehso kéto vlera kufitare:
1 x+1 2v—1 x+2
a) lim| 1+— ; b) lim ( ;
X—300 X x—eo\ 2X+3
3x 5 352
. x+1 . X
¢) lim|—| ; ¢) lim .
x—oo\ x—1 X—>o0 x2 -2
2. Njehso kéto vlera kufitare:
2) lim In(1+2x) : b) lim In(1+3x) : ¢) lim Inx—Ina :
x—0 2x x—0 X x—=a X—a
. e -1 . at -1 . o
¢) lim ; d) lim ; dh) lim x(e* —1).
x—0 2x x—0 X X—>00
3. Gjeji kéto vlera kufitare:
3 2_
) T 3x+§; b) lim > (;1+l)3x+a;
x=13—-4x+x x—a X" —a
: (x+h)3—x3 C x+n-3Yx
¢) lim—————; ¢) lim———,
h—0 h h—0 h
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9.14. Asimptotat e funksionit

Gjaté skicimit dhe té vizatuarit e grafikéve té funksioneve, né vecanti éshté e do-
bishme nése paraprakisht gjenden asimptotat e funksionit. Asimptotat te grafiku né rea-
litet jané drejtéza né rrafsh, nga té cilat pjesé e grafikut té funksionit, pérkatésisht ndonjé
nénbashkeési e pikave (x, f (x)), tentojné kah ndonjé drejtéz n, kur pika (x, f (x)) Lar-
gohen né pakufi prej fillimit t€ koordinatave. Kétu me termin “tenton” nénkuptohet se
vlera kufitare e largésisé prej pikave me koordinata

Barabarté me zero. (x, f (x)) deri te drejtéza e dhéné n éshté e Varésisht prej ké-
saj si éshté pozita reciproke e drejtézés me boshtet e koordinatave, dallojmé tre lloj té
asimptotave:

e asimptota horizontale, kur drejtéza n éshté paralele me boshtin x,
e asimptota vertikale, nése drejtéza n éshté paralele me boshtiny,

e asimptota e pjerrét, nése drejtéza n nuk éshté paralele me boshtin x dhe nuk éshté
paralele me boshtin y. Poashtu, éshté lejuar grafiku té pret drejtézén n né shumé pika té
fundshme ose pafund shumé pika. Gjithashtu njé€ grafik té keté edhe mé shumé asimptota.

Drejtézat té cilat jané paralele me boshtin x kané barazimi té formésy = b. Poash-
tu, drejtéza y = b éshté asimptoté horizontale té funksionit f, nése vlen té paktén njéra
prej té dy kushteve:

lim f(x)=>bdhe lim f(x)=b.

Nése vlen kushti i paré, atéheré “dega” e djathé e grafikut tenton kah drejtéza y=Db,
kurse nése vlen kushti i dyté, atéher€ “dega” e majté e grafikut tenton kah drejtéza y =b.
Por €shté e mundshme dega e majté e grafikut t€ tenton kah njé drejtéz (horizontale),
kurse dega e djathté tenton kah tjetér drejtéz (horizontale).

Shembulli 1. Le té jeté dhéné funksioni £'(x) :1+l. Pasi
X

lim £(x) = lim (1 + lj =1
X—>oc X—yoc X

kemi se drejtéza y = 1 éshté asimptoté horizontale (figura 1).

Figura 1
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Shembulli 2. Funksionet

X X
=1+ dhe y=1-
7 x> +1 4 X +2
kané asimptota horizontale y = 1, pasi pér té gjitha ato vlen lim lim y(x)=1.

X——c0
Por ato dallohen sipas asaj q€ grafiku i1 funksionit t€ paré gjendet mbi asimptotén pér

vlera té médha té x, grafiku i funksionit té dyté gjendet nén asimptotén.

Pas vizatimit té€ grafikut éshté e d€shirueshme té vérejmé si éshté shenja (+ ose
—) té ndryshimit f (x) — b pér vlera mjafté té médha té x dhe vlera mjafté té vogla té x.
Poashtu,

e nése ekziston numér real M > 0 1 atillé gé f (x) — b > 0 pér ¢cdo x > M, atéheré
grafiku i1 funksionit €sht€ mbi asimptotén;

e nése ekziston numér real M < 0 atillé gé f (x) — b > 0 pér ¢do x < M, atéheré
grafiku i1 funksionit ésht€ mbi asimptotén;

e nése ekziston numér real M > 01 atillé gqé f (x) — b < 0 pér ¢cdo x > M, atéheré
grafiku i1 funksionit €shté nén asimptotén,;

e nése ekziston numér real M <01 atillé gqé f (x) — b < 0 pér ¢do x < M, atéheré
grafiku i1 funksionit €shté nén asimptotén.

E dimé se drejtézat té cilat jané paralele me boshtin y kané barazimi té llojit
X = a. Themi se drejtéza x = a éshté asimptoté vertikale i funksionit f, nése vlen té pa-

ktén njéri prej katér kushteve
lim f(x)=+0, lim f(x)=—c0, lim f(x)=+c0 M lim f(x)=—co.

Poashtu shenja (+ 0se —) pas a tregon se X a tenton kah a prej té djathtés (a +) ose prej té
majtés (a—). Poashtu, kur X tenton kah a edhe prej té majtés edhe prej té djathtés, funk-

sioni tenton kah + o 0se — oo, qé do té thoté té mundshme jané katér raste.

Shembulli 3. Le té jeté dhéné funksioni £ (x) :%. Pasi
Y

limiz—oc dhe limLzoc
x—l-x—1 =+ x—1

pérfundojmé se drejtéza x = 1 €shté asimptoté vertikale e funksionit (figura 1).

Figura 2
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Drejtézat té cilat jané paralele me boshtin x dhe nuk jané paralele me boshtin y
kané barazime té formés y = kx + n, ku k = 0. Poashtu mund té tregohet se

y=kx+n,(k=0)

éshté asimptoté e pjerrét e funksionit

k= lidehEnz lim (£ (x) — kx)
X X—>o00

X—> 00

ekzistojné edhe té fundshme. Njéjté sikurse edhe te asimptotat horizontale edhe kétu
mund té njehsohet pavarésisht vlerat kufitare kur X — +oo dhe X — —oo dhe té flasim pér
asimptotén e pjerrét prej té majtés dhe té djathtés. Gjithashtu edhe kétu éshté e déshi-
rueshme té vérejmé si 8shté shenja e ndryshimit f (x) — kx — n. Nése ai éshté pozitiv,
grafiku &shté mbi asimptotén, kurse nése €shté negativ, grafiku éshté nén asimptotén.

2
Shembulli 4. Le té jeté dhéné funksioni f(x)zx—l. Pasi
x_

2 2 22
b tim 51 anum[x__xj:nm(ujzl

X x© —x x—ec| x—1 X—oc x—1

funksioni ka asimptoté té pjerré (figura 3). y = X + 1. Poashtu, drejtéza x = 1 éshté ver-
tikale (figura 3).

figura 3
Detyra
Gjeji asimptotat e kétyre lakoreve:
3 2 4
+1 -x+1 +1
La) f="3" b) f)=5""y ¢) ()=
x° =1 x“+x+1 x +1
X
2.2) f(x)=e"; b) f(x)=€"+e™; ¢ f(x)=——:.
x+1
k
3. Pér cilén vleré té parametrit k, funksioni f(x) =L;+1 ka asimptoté té
. +
pjerrét? *
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DETYRA PER PERSERITJE
1. Cakto fushén e pérkufizimit t€ kétyre funksioneve:

) fF()=B—x+Jx+1;  b)f(x)=log(16-x)+

1-logx’
2. Shqyrto monotoniné e kétyre funksioneve:
2) f(W)=—_, xe[leo);  b) f(x)=x+logx;
I+x
¢) f(x)=2""; ¢) f(x)=2x+e™.
3. Cakto piképrerjet e grafikut t€ ¢donjérit prej funksioneve me boshtin x:
a) f(X) = m, b) f(.X') = 11’1(x2 —8), C) f(X) = e3x_3.

4. Cakto vlerén e parametrit k te funksioni:
a) f (x) = (2k + 3) x + 3, nése ai monotonisht rritet;
b) f ( X) = (-5k +1) x +1, nése ai monotonisht zvogélohet.

xt =1

5. Gjeji koordinatat e kulmeve, intervalet e monotonisé dhe bashkésiné e vlera-
ve té kétyre funksioneve:
DF)=2C—4x+5,  b)f(X)=-3C—6x—10;  ¢) f(x)= —%xz +s.

6. Vizato grafikét e kétyre funksioneve katrore:

2
D) 00 = (x— 32 b) £() = —(x—i] 0T =42,
7. Pérmend disa veti té kétyre funksioneve:
) 0 = b) £ (0 =X O f(x) =
X
¢) f(x)=xi5; d) f(x) =%, dh) £(x) =,

8. Vizatoi né té njéjtin sistem koordinativ grafikét e kétyre funksioneve
f (x) = 10%, f(x) =107, f (x) = -10%, f(x)=-107

9. Vizatoi né té nj&jtin sistem koordinativ grafikét e kétyre funksioneve
f(x)=Igx, f(x)=Ilog(-x), f(x)=-log(x), f(x)=-log(-Xx).

10. Gjeji funksionin invers té ¢cdonjérés prej funksioneve:

D=2k 0 w=2 g fw=n 9fw=10243

11. Shkruaj katér anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshém a,, , nése:

n 1
a)a, =——; b)a, =(-1)" —; c)a,=—.
) n ) D n+l1 ) n!
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Njésia modulare 9

e o R ) 2n—1 .
12. Eshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshéma, = % Tregoselima, = 2.
n

n—oo

Duke filluar prej n, pafund shumé anétar té vargut gjenden né intervalin (l L l + Lj ?
2 100°2 100

13. Trego se kéto vargje jané divergjente:

a)a,=(-1)"n; b)a,=1"+ (-1)" ¢)a,=(-1)" +l.
n

14. Trego se vargu me anétarin e pérgjithshém a,, Eshté i kufizuar, nése:

) 1 b)a, = n—1 ya, = (n+1)°
aan_m’ n n2+l’ ©) & n+4n+8
Gjeji kéto kufi:

15. lim22*1 16. lim 22~

noe p+1 n==5n+3
2n* +7 .
17. lim—2 T 18. imV/n(n+1-+/n).
e’ +2n—1 ne
19. lim—2 20. limVn> —5n+6—n.
e nt +2n-5 n—ee
21. Njehso vlerat kufitare t€ kétyre funksioneve:
a) lim(x* —x+1); b) limvx? +1;
x—2 x—1
-3 2 _
X3 x° =2x— 3 x—0 X
d) lim Nitx—Vi-x, dh) lim i (a>1)
=0 Al+x-1 x=ax—1-+a-1 .
22. Njehso vlerat kufitare t€ kétyre funksioneve:
-~ rx-Y-x - A+x? -1 _ 1+x-3
a) lm —; b) im ————; ¢) lim ———.
x—0 X x—0 X2 x—8 i/; -2
23. Njehso vlerat kufitare t& kétyre funksioneve:
2 52 4 _11.2

a) lim 3x 22x+1 . b) lim x4 2x 4x+8, 0 lim > i3x +36.

=Ly —x" —x+1 x=2 x* —8x% —x+16 =3 x =27
Njehso kufijté:
1 1 L
24. 11m(x 1) ) 25. lim (1+42x)x. 26. lim(1—-x)x. 27. lim x>,
x—oo\ 14+ x x—0 x—0 x—l
28. Gjeji asimptotat e kétyre funksioneve:
2
x“+1 1
a) f(x)— ; b) f(x)— ¢ f)=x+1+—=; ¢ f(¥)=——;
-2’ -3’ X x°+1
3 3 ]
d)f(X)— ; dh)f(x )—— e) f(x)= ;8 f)=xe”
-x° 2(1+x Vx?+2
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE
NJESIA MODULARE 1
1.1.

1. Sistemi i barazimeve lineare dhe katrore me dy t€ panjohura jané: a), b) dhe d).
2. a) Po; b) Jo; ¢) Jo. 3. a) Eshté zgjidhje; b) Nuk éshté zgjidhje; ¢) Eshté zgjidhje; ¢) Nuk éshté

zgjidhje. 1 3
3X+y—1=0 _§X+Zy+12 X-2+4=0
4 a) 5 5 5 b) ; c) 5 5 1 ;
3XT+y —-4=0 x2+\/§xy—y2—%=0 X“+2z —x+3z—§=0
X+y=4 -X+y-10=0 _XJM/—y 0
¢) 1 ; d) 37 ; dh)<?2
. 2 2 1= 2 2 _ 20
2x +Xy+3y"+x-1=0 X" +2y° -2X—-6y+ 2 0 2 +3y=0
5.2) {(3,5),(5,3)}; ) {(-3,-9),(3,9)};
3441 1 1 1
0 {L 344/ 05’3+\/ OSJ[ ~3-105 3 \/ 05 J} (11417
4 6 4
" {76+4\/166 36+6x/166J [76—4\/166 36—6#166}}
13 ’ 13 ’ 13 ’ 13 '

6. Zgjidhje reale kané sistemet: a), ¢) dhe dh), kurse zgjidhje komplekse kané sistemet b), c)
dhe d).

1.2
1. a) Jo, b) Po. 2. a) (1,3),(1, -3), (~1,3) dhe (=1,-3); b) (2,1),(2,~1),(~2,1),(-2, -1).

3.a )( 275] (_1,;); ® (é,—s—gj,(—l,—l). 4.0) (-3.2),(3.2); 8 (-14).(L4).

525

5.2) (23 46,243 - V6 ), (243 -v6,243 +6), (V6 - 23,6 - 24/3),
(V6 243,46 - 23); ®) (-2,1),(-1,2),(1,2).(2.-1).

1.3.

1. (2,0),(0,2), (—(— -i1), %( 3+|\/—)j ( (-3+iv11), (—3—i\/ﬁ)).
2. (21).(-2-1),(~1,-2).(1.2). 3. (2,1),(1,1),(3,3),8,%) 4. (2,3),(-2,-3),(3.2),(-3-2).

DETYRA PER PERSERITJE

1.a) (U)dhf( 2 —Ej, b) [—,/&,24_ /@J dhe [ 1292 244 /ﬂ}
7 7 5 10 5 10
N ETINIET TN ETR L
= [—2-.\/;2_.\/;} e (‘“'J;’ZH\/;]’ 6) (3.9). (-3.-9).
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE

5 E5
3.a) _E_ﬁ’l__?’ dhe _i_’_ 105 ’l+ 3 ;
4 4 2 4 4 2 2

®(2+\/7 —1+\/7j dhet (2—\/7 —1—\/7]
T3 37 3 '

3

4. Sistemi nén a).

5.2) (V5,45), (—v/5,-V5), (2v2,42), (-2v2,42);

oo [ ) A

43 43
6. —1,— - ;
2 4.2, 12, (2\/26 "24262 j ( 242627 2\/262J
B D), (3,-1), (2V2,42), (-2V2.42).

7. Sistemi nén a).
8.a) (2,-1),(-1,2),(-2,1),1,-2),b) (1,5), (5.1), (-1,-5),€5,-1),¢) (1,3),
(391)a 9) (29 l)a (19 2)9 (13_3)9 (_3a 1)

9.2) (1,3), (-1,-3), [\/E\EJ (_\/E,_\/E}

®) (1,1), (-1,-1), (I 3{) (_ﬁ _iJ

10. a) [ﬁ+ﬁ ﬁ—ﬁj [ﬁ—ﬁ \5+\ﬁ] (—\B+ﬁ —ﬁ—ﬁj
2 ’ : ,

575
2 2 72 2 72

(‘ﬁ;ﬁ e } b W2233), (V225), (V2,-243), (-+2,-2:3).
(20)(-1.3): & < ) (BA2) (V3Z) (.42),
2.0 (<24 o) >< 1) (V2 (V1)
-3 foJ (ﬂ<—1—f> 1S S )
&) (2.2 20 51 V88) (185 | 5 (-185) 514 5)|.

777

11. a)

NJESIA MODULARE 2

LA(Kk=1)[keR}. 2 {(k ﬂj

6. .. 8. x=-2.10. Boshti y. 11. Drejtéza paralele me boshtin x dhe kalon népér pikén (0,4).

2.1.

keR}. 3. {(k,28k +14) [k eR}. 4. x=3. 5. x=-2.
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE

2.2.
1. 2.
3 4.
5.

2.4,

2.2=9pérx=2,y=3; 3. 2=30pér x=0,y =5.
4. Gjeje vlerén mé t&€ madhe té funksionit z = 5x + 3y, nése vlejné kufizimet 2x + 4y < 60,
8x + 6y > 150, x > 0 dhe y > 0 (x — sasi prej tonikés 4, y — sasi prej tonikés C). Shpenzimi

minimal arrihet pér x = 0 dhe y =25, por ai shpenzim &shté 75 euro.

5. Gjeje vlerén mé t€ madhe té funksionit z = 9x + 7y, nése vlejné kufizimet 0,6x + 0,4y < 80,
0,4x + 0,66y < 100, 0 <x <60 dhe y > 0 (x — sasia e Premiumit né kilogram dhe y — sasia e
Superit né kilogram). Profiti ésht¢ mé i madh dhe éshté 1340 euro, né€se prodhohen x = 40
kilogram Premium dhe y = 140 kilogram Super.
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE

6. Gjeje vlerén mé t€ madhe té funksionit z = 300x + 375y, nése vlejné kufizimet
10x + 10y < 7500, 20x + 30 y < 19500, x > 0 dhe y > 0 (x — numri i pantallonave té llojit té
paré y — numri i pantallonave té llojit t€ dyté). Q¢ té fitohet pérfitimi maksimal prej 258750
denaré, duhet t€ prodhohen 300 palé pantallona t€ llojit té paré dhe 450 palé t€ pantallona té
llojit té dyté.

DETYRA PER PERSERITJE
13.z2=32,x=2,y=3.14 z=§,x=%,y=% 15.®) 2=16 pérx=0,y =2.

16. Vlera mé e madhe z = 51 arrihet pér x = 6, y = 3 por mé e vogla z = 14 arrihet pér
x=0,y=2.

17. Vlera mé e madhe éshté z=95,x=5,y =30, por mé e voglaz="74,x =8,y =22.
18. Pérfitimi maksimal éshté 32 euro.

19. Numri maksimal i peshqve me t€ cilat ligeni mund t& peshkohet &shté 250.

NJESIA MODULARE 3

3.1.
1. G5 =3836,24 curo, K; =1036,24 euro. 2. 8193,8 denaré. 3. 26699 denaré.

4.7,527%. 5.5,66%. 6. Banka e dyté krediton n€ ményré té volitshme.

3.2.
1.p=6%. 2.9,8%. 3.3,11vjet. 4. n=1.07 vjet. 5.168714 denaré.

6. 107686,5 denaré.
3.3.

5
2.7
1. Gy, =3612,22 denaré. 2. t= 12+%,Gt =10000-1,02" {HT%J =12788,1.

3. 741024 denaré. 4. 3,434% 5. 819858 denaré.
6. a) 21589,25 euro, b) 21911,23 euro, ¢) 22080,40 euro.

DETYRA PER PERSERITJE
1. G, =4665,6 euro, K, =665,6 curo. 2. 970,6 denaré. 3. 11,11% . 4. p=23,8%.

5. 3,96 vjet. 6. 1608,598 denaré. 7. G,, =6573,4 denaré.

7
2.1

8. t=10+-,G, =10000-1,05" .| 1+—12 |=197747,81.
12 100

9.2) 180611 euro, b) 181401,8 curo, ¢) 181804,4 curo, ¢) 182075,5 .

n
10. G, =16105,1 genapir. 11. 19965 curo. 12. GO[(HLJ —1—ﬂ]=4864 denaré. 13.

100 100
)
K =2500 [1+—J —1{=153,02 euro.
100

14. 50000-1,045>" =60000-1,015*" ,pra n=6,4 vjet.
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE

NJESIA MODULARE 4

4.1.
1. Gjykimi le té jeté i sakté pér n = k (supozimi induktiv). Do t€ vértetojmé se gjykimi &shté i
sakt€ pérn =k+1
k*(k? +2k +1)+ 4(k> +3k* + 3k +1)
4

2
P+2°+. k*+k+1)° =(@) +(k+1)* =

k* +2k> +k* +4k> +12k* +12k +4  k* + 4k’ + 4k? + 2k” + 8k + 8k + k> + 4k +4

4 4
KK 4K+ 4) +2K(K2 + 4k +4) + K +ak+4 (kP +2k+1)(K® +4k+4)
4 4
L (k+D)*(k+2) _((k+1)(k+2)]2
4 2

2. Gjykimi le t€ jeté i sakté pér n = k (supozimi induktiv). Do té vértetojmé se gjykimi éshté
isakt€ pérn=k+1

1-2+2-3+...+k(k+1)+(k+1)(k+2)=w+(k+l)(k+2)=
-3
_ K(kK+1)(k+2)+3(k+1)k+2) _ (kK+1D(k+2)(k+3)
3 3

3. Gjykimi le té jeté i sakté pér n = k (supozimi induktiv). Do té vértetojmé se gjykimi éshté
isakt€ pérn=~k+ 1

1-.2:342-3- 4+ +(k+1)(k+2)k+3)= Kk + Dk +2)(k +3)

+(k+D(k+2)k+3)=

nHaysuperimiperhbdiaka
_k(k+D)(k+2)(k+3)+ 4k +1)(k +2)(k+3)  (K+1)(k+2)(k+3)(k+4)
4 4
4. Gjykimi le té jet€ i sakté pér n = k (supozimi induktiv). Do t€ vértetojmé se gjykimi &shté
isakt€ pérn=k+1

L-l— ! +...+ ! + ! = k + ! =
1-4 4.7 (Bk-2)3k+1) (Bk+DBk+4)  3k+1  Gk+D)3k+4)
BUPYRIMBirdufsey,

_ kBk+4)+1 _3k2+3k+k+1_k(3k+1)+(3k+1)_ Gk+(k+1)  k+1
T Bk+D)Bk+4)  Bk+DBk+4)  Gk+DBk+4)  Gk+1)3k+4) 3k+4

4.2.
1. Udhézim: Nése me 4 e shénojmé kulmin k£ + 1 t& shumékéndEshit, atéheré kemi £ -

kéndésh i cili ka @ diagonale, ia shtojmé té gjitha diagonalet t& cilat mund t’i

térheqim prej kulmit 4 domethéné (k+ 1) — 3 dhe né fund diagonalja ¢ formuar prej t€ dy kulmeve
fqinje me A4 e cila te k -kéndéshi éshté brinja, kurse te £+ 1 -kéndéshi éshté diagonale. Domethéné

k+1)((k+1)-3)
: :

@+((k+l)—3)+l=(

2. Pér n+1 te ana e djathté fitohet
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PERGJIGJE, UDHEZIME DHE ZGJIDHJET E DETYRAVE

sin 2nx
2sin X

sin2nx+2cos(2n+1)x-sinx B

+cos(2n+1)x = oy
sin

sin2nx+2%(sin((2n +1)x+X) —sin((2n+1)x— x))

2sin X
3 sin2nx+sin(2n+2)x—sin2nx _ sin2(n+1)x

2sin X 2sin X
me zbatimin e formulés pér transformimin e prodhimit té€ funksioneve trigonometrike

né shumé domethéné cosasin = %(sin(a +f8)—sin(a - ﬁ))

3. Midhiezine: 33333=3(1+10+10° +10° +10*) ctj.

43
1.2"=2"2>n-2=n+n21+n. 2. 2" =2.2">2.10n* >10(n +1)’.

3. a,,; =+4+a, <N4+3 =117 <.

4.4,
1. Pér n = k duke zévendésuar te a, = n® + 5n fitohet
(K+1)* +5(k+1) = k> +3k? +3k +1+5k +5= k> + 5k +3k* +3k + 6 =
=3A+3(K? +k+2)=3(A+k’ +k+2)
s.i.
2. Pér n = k, duke zévendésuar te 22 - 3" + 5n — 4 ¢ fitojmé shprehjen
5.(2%2.3K £ 1)+ 252 .3% 1 5k — 4 . Co MMEIvE visrkasshiasteka 2¥72 -3X +1  plotpjesétohet me 5,

25m
qrejake eijenysa 2572 3K +1=5A ose 5-(2%2.3% +1)+ 242 .3 1 5k—4 =25(A+m)..
3. 3n+1 ‘5n+1+1 + 2n+1+3 — 15 '3n . 5n+1 + 2 '2n+3 — 13 ‘3n ‘5n+1 + 2(3[’1 .5n+1 + 2n+3)'

k+1

4. Udhézim: (n“ —1)(n3 -n*+ n—l)k +(n+1)n*" =(n +1)((n3 -n’+ n—l) + n‘““l).

DETYRA PER PERSERITJE
1.Pér n=k+1

2444+ +2k+2(k+1)=k(k+D)+2(k+1)=(k +1)(k +2).

S. L

2.Pér n=k +1

2244 4+ (2K) + 2K+ 1))’ :%k(k DK D)+ 4k 1) =
%[k(k +1)2k+1)+6(k+1)’ | =§[(k +1)(K(2K +1)+ 6k +6)] =

=§(k+1)(2k2+k+6k+6):§(k+1)(2k2 +3k +4k +6) =

= %(k +1)[2(2k +3) + k(2k +3)] = %(k +1)(k +2)(2k +3).

3.Pér n=k +1
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L+...+ ! + ! __K + ! =
1-4 Gk-2)3k+1) (Bk+D3Bk+4) 3k+1 (3k+1)3k+4)

s. 1.

_ kBk+4)+1 _3k2+3k+k+1_ (k+DGBk+1)  k+1
Bk+DBk+4) Gk+D)3Bk+4) Gk+1)Bk+4) 3k+4
4.Pér n=k+1
1 1 1 1 k 1
—t— .+ + = + =
-5 5.9 (4k =3)(4k+1) (4k+1)(4k+5) 4k+1 (4k+1)(4k+5)

s. 1.

_ k(4k+5)+1 _4k2+4k+k+1_4k(k+l)+(k+1)_ (k+1)(4k+1)  k+1
T4k +1)(4k+5)  (4k+1)(4k+5)  (4k+1)(dk+5)  (4k+1)(4k+5) 4k+5
6.Pér n=k+1
5ok —5.5k 400 3425k 2. 2% =358 12 (SR 42y =3.5% 4 2.3m.

%{_/
supozimi induktiv

7.Pér n=k +1

3.52043 4 o3n+4 3 20+l g2 | 930+l 53 _ 95 5204l @ o0+l _

= (3-52"1 423 172,52 4 7.3 1T AL 3.24. 520 4 7.3 =
=17A+3-24.5™ +(24-17)- 2" =17A+24 (3-5°™" +2°™") —17.2°™" =

supozimi induktiv

=17A+24-17A-17-2°™ =17(25A-2°").
NJESIA MODULARE 5

5.1.
1. a) Re(z)=4, Im(z)=2; b) Re (z) =-3, Im(z)=4; ¢) Re(z)=3, Im(z)=-2;

) Re(z) =4, Im(z)zé; W) Re(z) =2, Im(z) =1++/3; d)Re(z2) =1++/2, Im(z) =1;
e) Re(z) =-3, Im(z) =0; :#) Re(z) =0, Im(z) =-3.
2.a) Z :3+%i; @) z :—%—I-(Z—\/Eﬁ; B Z :—é—«/g; )z :m+1+(n—\/§)i.

3.2) Z2=-2+i; ®) 2=-5i; B) 2=—4; ©) Z=2+231.
5.2.
ln T

La) r=2,0===;b) r=x5,<p=%n;c) r=2, <p=5?,9) r= 4,q>=§; ) r=x5,<p=§-

2.a) 7, = ! (cos(—a) +isin(—a)); ®) 2 cos = (cosg+ising);
cosa 2 2 2

St .. 5m
¢) z, =3(cos—+Isin—).
)z, =3( p 6)

3.2) %+i¥; §) —4 +4iN3.

4. a) cos3—n+isin3—n; ® 3(cos£+isin£); K) 2\/§(cos£+isin£);
2 2 2 2 4 4

V) 3(00s% +1i sin%); ) cosllg—zn+ isin—~. 5 z=7"= cos(—a) + isin(—a).

6. Im(z)=0 ose Re(z)=0.
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5.3.

7n):\/g(\/2;\/§+i\/2+\/§)

T .
1.a) V6(cos— +isin—
) \/_( 12 12 2

dhe \/g(cosiﬂsini) =\/§(\/242—\/§ +i \/2_

2
b) f(cos—+|s1n137n)—— 1-i dhe %(cos(—gﬁ—isin(—E))zl(l—i).
2. a) Zl'ZZZ\/E(—l-‘ri\/g); ®) j_lz\/f(gﬂé); ) ﬁ \/_(i_ _)

3. a) Moduli nuk ndryshon, argumenti zmadhohet pér % ;

b) Moduli nuk ndryshon, argumenti zvog€lohet pér % 4. a) 15i; b) —24; ¢) N

5.2) i; d))%(1+i\/§); K) %(Hi); 0 g—il.

2

_i® i* i™ Z Sn

6.a) 2, =€ °dhe z,=€4; b) z,-z,=e2 dhe “L=¢ ",
22
5.4.

1.2) 2+2iV3; b)8i:¢) =16 /3+16i. 2.1. 3. 0. 4.2) —22iv/2; b) 0; ¢) 0.
5. a) 230; b) -2,

5.5,
1. a) {-1—i\@,2,—1+iﬁ}; @{—?—%i,?—%i,i};
) {%/52\/5 +g',—i/§2\/§ +?i,i/§i }

2. 2) {cos (3+gk)“ tisin (3+;k)“|k =o,1,2,3};

®) {ﬁ(cos a +§k)n +isin a +§k)n) k= 0,1,2};
K :0,1,2,3,4}.

5 (=2+6Kk)r . . (2+6k)x
K) {\/E(cos—ls +|s1n—15 )

2n

3.a) f/ﬁ[cos 3

T okn T okn
c) V2 cos 2 3 +isind 5 ,k=0,1.

5—n+2k 5—“+2kn

4. a) cos 3 +isin-3 ,k=0,1,2;
3 3

T ok T okn
b) 2 cos 2 , +isin2 2 ,k=0,1,2,3.

2kn —+2kn
—— +isin 3 — | k=0123.45 b) {1+i-1-i;
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5.6.
4. Udhézim: Paraqiti numrat né formén trigonometrike dhe pastaj shfrytézoje formulén e
Moavrit.

T n
——+2km ——+2kn o
5. 7=3/64| cos—2 3 +isin—2 3 ,k=0,1,2. 6.z=2" cos1°5(00s5a—sin5a).

7. {a+ib, —a—ib, b +ia, b —ia}

\/2 \/ﬁ \/2+m‘
2

8. Udhézim: Paraqiti numrat né¢ formén trlgonometrlke dhe pastaj shfrytézoje formulén e
Moavrit.

9. a) {2,—1+iﬁ,—1—i\/§}; ﬂ)){zi,—zi,\/gﬂ,\/g—i,—\/§+i,—\5—i}; ®) {-3,3,31,-3i}.

sinnx . b) g—%cos(n F)x- sin NX

10. a) —+ ! —cos(n+1)x- —.
2 sin X

DETYRA PER PERSERITJE
3.2)13; b)2; O)V6; ¢ 1; d)2; dh)[/2(1+c05(p). 4.2a)5; 8) 10; &) \J2—2c050.
6. 2) (\/3+1)(cos0’ +isin0°); ®) 2(cos43—n+isin43—n); B) 3(cos37n+isin37n);
¢) 3(cosm+ isin 7).

8. a) %+2kn,keZ; ®) 7+ 2kn,k € Z; k)?—g+2kn,keZ; K) —§+2kn,keZ;

d) g—¢+2kn,keZ; @) a+2km ke Z. 9.a) 15i; &) —12; 8) V2.

n & o _Na
2T

10. r=2"

11. a) r nuk ndryshon, kurse ¢ do té¢ zmadhohet pér kil ;
b) » nuk ndryshon, kurse ¢ do té zmadhohet pér 32 ;
¢) 7 do t€ zmadhohet 4 her€, por ¢ nuk ndryshon;

¢) 7 do té€ zmadhohet 2 heré,por ¢ do té€ zmadhohet pér 3?%;

d) r do t€ zmadhohet 2 her, por ¢ do t€ zmadhohet pér % ;

dh) r nuk ndryshon, kurse ¢ do t€ zmadhohet pér g

12. a) i; (1+|f) c) %(IH) I@?—i%. 13.a) 1; ®i; ©) —1; E)%(IH).

14.2) 2; eb))—i; 210, g) 2. 16. a) X, = 4i, %, =—4i; ®) x, = 23/50,x, =-2/51;

16
17.a) x, =2+4i,x, =2—4i; b) x 3‘“\/_ X, = —3—2I\/2_3;
c) x1=7+|4\/§,x2=7—|4\/§; ¢) Zl=_1+2|\/—’22=_1_2l\/§; d) x =1,%, =i.

18.2) X’ —4x+5=0; ®) x’ +5=0.
19.2) X* —4x+13=0; §) x> —24x+313=0; ) X’ —2(1+cosa)X+2(1+cosa) = 0.
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20. a){—3\/§i,3\/§i}; 6){ —cos£+|s1 2k—n
5 5
0 {Zk_c 2 +1)n+. (2k+ Dn

k= 01234}

k= 0123456}

B

dh){ i, I( vi 1),%(—£+il)};
2 2 2

(2+6k)rc .in(2+6k)n

(¢

{nee
f){zk Y2 (co (12k8 D . (12k8—1)n)

L =

k=0,1,2,3,4};

k=0,1,2,3,4,5,6,7};

n .. (Bk+3)m
g)<Z, = 1\/_(o 8) +|sm( 28)

k=0,1,2,3,4,5,6}.

NJESIA MODULARE 6

6.1.
1. y=49°25'b=37,12,¢=29,01. 2. y=58"46',a=10,36, b =>58,65.
4.3:5. 5.6,5. 6. BC=21Icm, R=7+/3cm..

6.2.
1. a=16,62, f=89°16, y =46°14'. 2. c=741,3, a =59°48', 5 =59"57".
4. 95%4'47". 5.120°. 6.a=+/13,b=3,c=4 nse a=~/13,b=4,c=3.

6.3.
1. a=52°,c=16,33,a=11,67,b=13,09. 2. a=36,014,b=28,014, c=52,65, y =110".
3.¢=6,09, a=54°42", p=29°18". 4. a=86"18'17", B =48"27"20", y =45°14'23".

5. a=54"12", p=46"36,y=79"12". 5. a=b=c=30, a=L=y=60".

6.4.

1. XCPQ =a,£CQP = 8, XPRB =y, nragiejieremnts sécpensat
E_ Sin(180° _0‘) _sina PC smﬂ QA siny

PB siny siny’QC sing RA  sinf3’
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2. Prej teoremés sé kosinusit n> = a?> +d 2 — 2ad cosp = b2 + ¢2 - 2bc cos(n — ¢ ), prej ku

n2_(ab+cd)(ac+bd) dhe T2 (_ (bc+ad)( ac+hd

bc+ad ab +cd
fnohengjsiieredmthe. mn=ac +bd.

3. 140,7cm?. 4. 15.

. me shumézimin e kétyre barazime

6.5.
125 0
1. Ecm 2.1.3.12n. 4.a) PR=33,4cm; ®) <PER =69".

5.2) AX =5cm, AY =210cm, XY =+/29cm. ) <XAY =55%18". m) P =13cm?.

6.6.
1. =30N. 2. 362 meatpa. 3. 3068 neepa. 4. 1074,8km. 5. =100m.

WM?@ME%FRIMEE
1.8s=4.2 a=6,3cm. 3. b=21,4cm. 4.10,4cm. 5. 8,1cm. 6. 8,2cm. 7. a=+/39.

10. 31145m°.
NJESIA MODULARE 7

7.1.
1. Udhézim. Pika O shtrihet né segmentin AB dhe OA =OB.
.a) Po; b) Joc) Jo; ¢) Po; d) Jo. 3. T€ sakta jané gjykimet nén a), ¢) dhe d).
4. a=cdhe m=p.

N

7.2.
.OA+OB+0OC+0D=0. 2.a) BC;b) DB; ¢) 0; ¢) AB.
3. BC=FE=AB+AF=a+b, CD=AF =b dher ED = AB

|_\

7.3.
2. |a+blsa-b|=10. 3.a) x=b+c; § x=b-c

4. AB=b-a, BC=-b-a, CD=a-b dhe DA=a+b
7.4.

4- 4o - 1

SN

-a) 19a+4b; b) 9a+24c. 5. a) ;(:Ea_gb; b) ngB,

6. Udhézim. Pasi M &shté mesi i segmentit AB, por N ésht€ mesi i segmentit CD,
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tkemic 2MB = AB, 2CN =CD, pra
2MN =2(MB+BC +CN)=2MB + 2BC + 2CN =

=AB+2BC +CD =(AB +BC)+(BC +CD) = AC +CD, dhe
2W:ﬁ+2ﬁ+ﬁ=(ﬁ+ﬁ+ﬁ)+ﬁ=ﬁ+ﬁ.

7.5.
1. a) x =3,y =-3; b) nuk ekzistojné té atillé x dhe y. 2. p=0.

4. Udhézim: Prej KT:N\TMWLS:%&M(—%&B) dhe

ﬁ:ﬁ+yW:5+y(—5+lBJ kamic [%+%—yj5=(—i—ﬁjﬁ. AT =L@+h)

[\

7.6.
1. a) ay =-2, ayzla a; =-1; @) ay =-3, ay:4a a; =3; E) ay =1, ay:()a a; =-1

£) ay =0, ay=1, a, =6.

2.a) 5=7T—3]+5R; b) 5=4T—2]; K) 5=—T+5]; K) 5=j.
7.7.

1.2) & +a, =(5,-4,0); ®) a; +a, =(3,6,5).

2.9) & —ay =(-6,6,10); H)a —ay =(2,4-3).

3.a) 2a, -3a, =(-3,3,8); #) —3a, +a, = (1,6,~7); ¥) 48, —a, =(~1,-9,9).

4. a) a —2a, +4a; =(~10,20,2); ) 2a, —a; +a, = (1,-5,-7);

%) —a, +2a, +3a; —4a, = (3,9,-6).

7.8.
1.a) M (=1,-1L1); b) M (1,0,~1). 2.B(3,2,-1).

12 . 14) 18, 16, 3.5
3.a) M(?,z,?j, G))M( 2, 5), c) M( )2, j

5’ 2’72
17 9 11

4. SAB(EaEa_gja SBC [Eo_sosja SAC [_4n?,7j-
7.9.

1.a)7;b) 4;c)49. 2.a)-10; b) 16; ¢) 25. 3. a) Pozitiv; b) Negativ.
4.36.5.a)72;b) 63;c)27.

7.10.

—~ -~ 5133 L~ 212
1 | pl=~1L 2. cos(c,d)=———. 3. cos(X,y) = i
P (c,d) 133 (X,Y) 2527

4. Le té jet€ ABC trekéndésh kénddrejt€ me kénd té drejt€ pran€ kulmit C. Nése a=CB,
b=AC, c=AB, asheri C=a+Db (bén vizatim). Kemi

IcP=c-c=(a+b)-(a+b)=al]’ +2(a-b)+|bP=|a]’ +|b |, 6pasjku a-b=0.
T

5. (5,B)=§
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711
T

1.a) 14;b)-8. 2. a) VAL b) V14, 3.a) % @5

w|a

. 5.a) Jo; b) Po.

7.12.

1. Prgj cos(a, b)—— kemi sin(a, b)—\/I cos’(a,b) ==, Atsheré
|axb|=|a||b|s1n(a,b)=3of.
2. 5x5=—45+26&+14?

3. Prgj cos(m, n)—m:—— kemi sin(a,b) =1 -cos*(a,b —— Atéheré
m

|mxn|=m|/n|sin(m,n)=4+15.

7.13.
1. P=2J2. 2. P—ﬁ 3. h="Y2 42 A=
5 21

7.14.

1.a) axb=(0,0,-8); ®) axb=(6,2,3).
2.2) axb=(5,1,7); ® (2a+b)xb=(10,2,14); ¥) (2a+b)x(2a—b)=(-20,-4,-78).

3. sm(ab)_i 4. §=+/286. 5. 5_3r 6. x=8, y=4.

7.15.
2.1.3.56.4. [a,b,c]=4

e . . 1.
5. [a,b,c] =|a><b|-l-cosazl-l-sma-l-cosa=smacosa=55ma.

7.16.
1.V =6J3. 2.V =120. 3.V:¥. 4 Jo.
7.17.
1. [a,b,c]=-17. 2. H =10;/9§ 3. [ab,c]}=32. 4.Jo. 5. t, =1, t, =1++/2,
ty =1-4/2.

DETYRA PER PERSERITJE
1. Vektoret a, b c¢ dhe d formOJne katerkendesh nése shuma e tyre éshté vektor zero.

Prandaj,d——a b—c—2p 3q+2r
2. CB=2a-2b, DC =-b, DE =-a dhe EF = 2a - 2b.
3. Blasej@PBDEFE papalrlogioms, kemiserexa OF =OD + OF. Atéheré
AD +EB +CF =(AO +OD)—(BO + OE) + (CO + OF ) =
=0D +OD - (OE +OE) + OF +OF =
=(OD +OF)+(OD + OF ) — (OE + OE) = OE + OE — (OE + OE) =0
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4. AB=b-a, AC=c—-a, BC=c-b, W:%(EHB)—E. 5. A(%,—S,nj, 8[13—1,7,—13)

6. k=—b-¢. 7. C=2(a+h). 8. % 9. 4 dhe\/7

10.a) axb=(4,5,7); ® bxa=(-4,-5,-7); €) (a+b)x(b—a)=(-8,-10—14).
111 VidketcniG ki sticed d =Xi+Y |+ k. Atihené axb =24 j — 44k dhe
22-y=0

cxd = (2z- y)7+ (x— Z)] +(y-— 2X)R. Prej kushtit té paré kemi {X—z=2A1 kurse prej

y—-2x=-44
2z-y=0
kushtit t& dyté kemi X—2z=A4 . Prej t& dy kushteve kemi x=5, y=6, z=3,
2X—-2y =21

pérkmtiesishs d =54 + 6 ] +3k.

12. Le t€ jeté 17 =xi + yj+ zk. Prej kushtit t& detyrés kemiz ‘a=x+ y+z=3,
pxb=-zi+zj+(x-y)k=i- |, on kamejkodjenysa X =y =2,pra p=_2i+2]—k.

13. ax(bxc)=-7i—2j-21k, (axb)x(cxd)=6i+60]+63k.

14. B =laxb|=83, sin(a,5)=|§x9|= 83 15 p=tjaxpY286
la|lb| 1424 2 2
16. B = 5\/§. 17. a) x=2 dhe x = —1; b) Nuk ekziston x pér t€ cilin vektorét do té jené paralel.
- = 23
18. t=3. 19.V =[a,b,c]=-6. 20. H =—.
V158

NJESIA MODULARE 8

8.1
1.a) 7;b) 0; ¢) 1;¢) —2b°.
2.8) x=3,%=-3; b)x,=0,x,=1;¢) x,= -2, X2=—\/§, Xs =A/5.

3.a) xe [%ﬁooj;b) X € (—0,-3)u (3,%); ¢) X e (=7,1).

8.2
1. a) 4; $) 33;

) a’ +b’ +c’ —3abc=(a+b+c)-3abc=(a+b+c)@*+b*+c? —ab—ac—hc);

r) (a-b)b-c)c-a).

2.8) X, =3, % =2; ®) x,=-1, x,=-2; K) x,=a, X,=h.

3.a) X +y2+77+1; 6) 0; ®) ax®> +bx+c.

4.a) 1; ®) 2; ®) 3abc—a’ —b*> —c’. 5.a) 0; ®) 20; &) X> +y’ +2° —3xyz.
8.3.

1.a) 0; b) 6;¢) 0.
3. @) Udhézim. Rreshtit t& paré shtoj rreshtin e dyté, kurse pastaj e shumézuar me — 2 shtoj
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NN

rreshtit té treté. Fitohet determinanta . N¢ fund, rreshti i dyté i

o o =
|
w
—_ = O

sloMHEAKRHANTO % nShapje respatateere P jiyjeosob) 0; 6) 0;
¢) Udhézim. Zévendésoi vendet e rreshtit té paré dhe té dyté. Pérgjigje. 2.
8.4.
l.a)x=1L,y=-2,z=1; b)nuk ka zgjidhje; ¢) X=%(1—t), y=%(9+l3t), z=t, teR.
2. Determinanta e sistemit éshté e A=—a” +3a—3 =0, pér cdoa e R. Sistemi ka

_a’-2a+2 yo_ 7L ,_ 5a+38
a’-3a+3  ~ a’-3a+3  2@+2)

zgjidhje té vetme X ,ku a &shté parametér.

3. a) x=2¢, =y=—3t, z=5t, t € R; b) Pasi A # 0, sistemi nuk ka zgjidhje jozero.
Domethéné x =0, y =0, z = 0, éshté zgjidhje e vetme.

8.5
1. a) Prej rendit 3% 4; b) Rreshti i paré (41,1,16,0), dhe kolona e treté (16, -9,—4);
C) a3 216, ajra =10, a3z = —4, a3y = 8, alig = 5 dhe azl — 62.

2 0
2.a)Jo; byJo. 3.a=-3,b=4,c=-1d=2. 4 A'=|-5 0]
3 7
40 60 20 30 |
5050 15 35
5.a)3x3; b) L3 dhe—4. 6.140452540|. 7.c¢)Jo.
3020 10 20
13540 1525 |
8.6
5 24 0 LS 0
1. A+B=|24 -3 2|. 2. 0,5-A=|-0,5 2|
-7 -7 3 0 -0,5
2 2 8 9 6 —1
3.a) -1 =1 |;b)|-1 3|;¢)|—-4 13|. 4. x=5y=0,z=2,t=3.
8 2 16 4 7 3
8.7
1. AB e karendin mxm, por B4 ka rend nxn. Nése m# n, atéheré AB = BA.
- {cos.(x+y) sin(x+y)} . _12_11 s {880 930}
—sin(X+Y) cos(X+Y) 5 5 _s 700 720
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[—2 1 7 -4 COSX —sinX
1. a) ; b) ¢) ; ¢) Nuk éshté inversibile.
13/2 =1/2 -5 3 sinX  cosX

1 -1 1 { 29 —11

2.a) | -38 41 34 |; b) Nuk éshté inversibile; c) 18 =7
| 27 -29 24 1 -3
[0 0 -1 3 -4 5 7 . |
3.a)|-1 0 —1[; ®|2 -3 1|;¢)|6 3 4| 4 D'=diag(—,—,....—).
a'1 a2 an
2 1 -3 3 -5 -1 5 -2 -3
8.9
1 -1 1 I 0 0
-2/3 14 -15
1. X = A X = D5 X=[ 1 2 -1/.6.X=|-2 -5 4|
4/3 2 4
-1 0 2 2 -2 =2
8.10
2 -3 4 1 1 1 -1 -3
1.a) AX=B, A=|1 0 -=3|,B=|-1|; b) AX=B, A=|-2 0 -10|,B=| 2]|.
0 -5 3 0 4 -3 -1 0

2.a)x=4,y=-2,2=1; b)x=3,y=-2,z=5; ¢)x=1,y=2,2=3;

¢) x=1, y=5, z=1.

3. Duhet té prodhohen 130 copa prej prodhimit B, 40 copa prej prodhimit P,dhe 50 copa
prej prodhimit P.

4. Kilogram krastaveca kushtojné 30 denaré, kilogram domate kushtojné 20 denaré dhe
kilogram gep kushtojné 40 denaré.

8.11
1. Nuk ka zgjidhje. 2. x=3,y=-2,2=2. 3. x=y=z=1. 4. x=1y=2,2=—1.
5.x=2,y=-3,2=2.6.x=1,y=-2,z=1.7.x=3,y=-2,z=1.
8.x=5y=2,z=-1.

DETYRA PER PERSERITJE
1.a)-1,b) 1.5. 1. 6. x €(—6,-4). 7. a=12.
a+b a+c b+c a-b+c a+b-c b+c-a
8'a) X= ) y= , L= :b) X= ) y= , L= .
2 2 2 2 2 2
2
9. Nése a # 1 dhe a = -2, zgjidhja e vetme &shté X=—a+1, = ! , Z=(a+1) .
a+2 a+2 a+2

Nése a = -2, sistemi nuk ka zgjidhje, kurse nése a =1, at€heré zgjidhje éshté ¢do
treshe (X,Y,2) ashtugéx=y+z=1.
10. a=b. 11. x=bc, y=ac, z=ab. 12. x=y=z=t=0.

1 2
13. (AB)T =BTAT = .
2 2
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1 0 0] 1 -1 1 1 1 —(a+2) 1 1
16.a)|-a 1 O0}b) = I =1 1[;¢) - 1 —-(a+2) 1
a(a+3)
0 —-a 1] I 1-1 1 1 -(a+2)
_ 1 23 1 11
-1 -1 1 2
17.a) X = ;b)) X=[4 5 6|;¢) X= ;¢ X=|01 1
2 3 3 4
- 7 89 0 01
2 -6 8 ] 28 4
18.a) AX=B, A=|-2 4 -10|,B=|-26|, X=|-2]|;
4 10 -6 | 10 1
3 -39 [ 60 3
b) AX=B, A=| -9 12 6|,B=|-21|, X=|-=2]|.
-3 6 3 | 6 5
500 100 600
19, a)x=3,y=-2,z=1; b)yx=5y=2,z=-1. 20. {300 700 400 .
200 400 800
-300 2 -300
21. A—-B= 00 prandaj familja 4 shpenzon 300 kilovat oré
-100 400 500

mé pak se familja B né€ muajt mars dhe maj dhe 200 kilovat oré¢ mé shumé né prill té vitit
2021. Né vitin 2022 familja 4 shpenzon 100 kilovat oré mé pak se familja B n€ muajin mars,
400 kilovat oré mé shumé né€ muajin prill dhe 500 kilovat oré mé shumé né ma;j.

1840 1510
1240 1230]
23. x=3, y=2 dhe z=1, ku x &sht€ ¢mimi i sasis€ s€ ngjyrés, y €shté ¢cmimi i furcés dhe

22, AB={

Z &shté ¢mimi i njésisé sé sasisé sé pélhurés.
24. 16 tréndafil, 2 tulipan dhe 6 gerber.

NJESIA MODULARE 9

9.1
1.a)f (=1) =(=1)* =2(=1) +4=7; b) f (0) =0* =2 - 0+4 =4; ¢) f (2) =2 4+4 =16.
2. a) Po, pasi kané fushé t& njéjté t& pérkufizimit dhe kané veprim té njéjté;
b) Jo, pasi kané veprim té ndryshém. Mé preciz, f(X)= \/X72=| x|, pércdo xe R,
ndérsa g(X) =X, pércdo xe R.
3.2) Dy =(-0,2)U(2,4)U(4,); B) Dy =[-1,0); 8) Dy =(-11).
4.a) Dy = R; ®) Dy =R \{0}; ®) D; =(—0,1].

5.a) Dy =R \{0}, ® Dy =(— ,ooj. ¢) Dy =[1,4].

= W s

k
7.a)x=-1; b)x=0; ¢) X =5(%—1] +7ﬂ, k € Z; ¢) Funksioni nuk ka zero.

8. (f+9)(X)=x>+x+1, péredo xe R, (fg)(x)=x>(x+1), péredo xe R,
3

[ij(x)zx—, pércdo xe R \{-1}.
g X+1
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9.2.
l.a)a=6,b=-1; b)a=-2,b=1;, ¢)a= \/5, b=—%; £) a=

| w
o
Il
|
I

9 1
2.2) X =3; b) XO:_E;C) X, =4 ¢) X0=_7.

3.2) a=2; b) azg;c) a=1.

4. Pika 4 nuk i takon grafikut t¢ funksionit, pika B nuk i takon grafikut t&€ funksioni, pika C
nuk i takon funksionit, pika D i takon grafikut té€ funksionit.
5. a) Monotone rrité€se; b) Monotone zvogéluese; c¢) Monotone zvogéluese.

9.3.
1

1.a) f(X)=(x=1)>+2; ® f(X)=-2(x-3)>+8; ) f(x)=(x_§j -7

2.a) x,=-3 dhe x, =1; b) x=3; ¢) Funksioni nuk ka zero.
2

3.a) T [%,—%); b) T (3,-2); ¢) T(8,4).

4. a) Monotonisht zvogélohet né (—oo,—1), monotonisht rritet né (—1,+0);

b) Monotonisht rritet né (—0,—2), monotonisht zvogélohet né (-2, +o);

¢) Monotonisht rritet né (—,0), monotonisht zvog€lohet né (0, +c0).

5.a) V¢= [O,+oo); b) V= [6,+oo); c) Vi =(—oo’§jl,

9.5.
1. a) Po; b) Jo; ¢) Po; ¢) Po.

2.a)D=R, V= R, grafiku i funksionit éshté vijé e vijueshme mbi boshtin x, e pret boshtin
v né pikén (0,1), dhe pasi >31 funksioni éshté rrités;
b) D;=R, V= R", grafiku i funksionit &shté vijé e vijueshme mbi boshtin x, e pret boshtin y

né pikén (0,1), dhe pasi % <1 funksioni éshté zvogélues.

¢) D;=R, V(= R", grafiku i funksionit éshté vijé e vijueshme mbi boshtin x, e pret
boshtin y né pikén (0,1), dhe pasi 5, 2 > 1 funksioni €shté rrités;
¢) D;=R, V;=R", grafiku i funksionit &shté vijé e vijueshme mbi boshtin x, e pret boshtin
y né pikén (0,1), dhe pa 0, 4 < 1 funksioni &shté zvogélues.
3.a) Dy=R; b)D;=R: ¢) D;=R\{0}; ¢) D¢=[0,+0).
4. a) Funksioni €shté rrit€s; b) Funksioni &shté zvogélues; ¢) Funksioni éshté zvogélues;
5. ¢) Funksioni &shté zvogélues.
9.6
1. a) Po; b) Po; ¢) Jo.
2.a) D;= R, V;= R, x =1 &shté zero e funksionit, dhe pasi 5 > 1 funksioni &éshté
ITités;
b) D;=R", Vi= R, X =1 &shté zero e funksionit, dhe pasi 0,3 < 1 funksioni &shté

zvogélues;
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¢) Df= R+, Vf= R, x =1 &éshté zero e funksionit, dhe pasi % <1 funksioni éshté zvogélues.

3. a) Df= (O,-{-OO), b) Df: (_97+OO); C) Df= (—OO,—I)U (0:+OO):

¢) D =(—0,-1)U [—§,+oo).

4. a) Funksioni &shté rrités; b) Funksioni &shtg rrit€s; ¢) Funksioni €shté zvogélues.

9.7.
L (fog)() =@ +1), Dy=R, (go H)(x)=e*"0*3 D =(=1,4w).
2. a) f-l(x)%—%, D, =R: 5 f'(x)=log,x, D,, =R "

9 171001, B =R\0) 9 F0=x, D =R

9.8.

3n+1 "

1.a) a,=3n-1, b)a, =T+; ) anz( rll) .
9.9.

1.a) ng=9; b) ny=99; ¢) ny=999. 2. a) +o0; b) kah numér real té fundshém; ¢) —oo.
3. n=4. 4. Jo.
5. Vargu a, = (-1)" nuk ka kufi, kurse vargu @ 2 = (=1)*" =1 ka kufi. Vargu

1 1
a, = 0 ka kufi, edhe vargu an2 =— kakufi.

n
9.10.
17 2038 4L 5161718001
9 16 32
9.11.

3. a) [ vijueshém si kompozicion i funksioneve t€ vijueshme;
b) I vijueshém si shumé i funksioneve té vijueshme;

¢) I vijueshém si kompozicion i funksioneve t& vijueshme;

¢) I vijueshém si prodhim i funksioneve té vijueshme.
4.a)x=-1;b)x=2 dhex=3;¢c) x==1.

9.12.
1

1
2. 6=——. 3.a) —; b)-5¢)log,3. 4.2)4; b) —4;¢) 2.
3000 )% £

5.a) 3; 6)%; B)2; X) %; d) 6, dh) -3. 6.a)—-13;b)4;¢)5. 7.a) 6; b)4; ¢) 2.

5 1 3 7 15
8.2)3; B) —; ) -1. 9.a) -7, 6) —; k) ——. 10.a) -2; b) —; B) —.
) 3; B) 5 ) ) )6 ) 5 ) ) > ) T
1 1 1
11.a) —; ®) —1; b) 2. 12.a) ——; ——; ©)4.
) 2 ) ) ) B ®) 3 )
13. a) %; ﬂ))—%; ¢)—2;¢) 1; d)0; dh) +oo. 14.2)0; b) 1;¢) —1;¢) 0; d) 0; dh) 0.
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15. a) —oo; b) +00; ¢) +oo.
9.18.

1
l.a)e; by e 0)eb;0)ef. 2.a)1; b)3: o) . ¢) 1;d) 3; dh) 1.

1 a+l1 2 | YR
3.a) —;b) ——; €) 3X"; £) =X 7.
)3 T 0 30 0 2

9.14.
1. a) Asimptoté vertikale x =1,x = —1, asimptoté e pjerrét y = x;
b) Asimptoté horizontale y =1; ¢) asimptoté vertikale X = —1.
2. a) Asimptoté horizontale y = 0; b) Nuk ka asimptota;
¢) Asimptoté horizontale y = 0 dhe asimptoté vertikale x = —1.
3. Pér k =2, asimptoté e pjerrét y=2x—3.

DETYRA PER PERSERITJE
1. 2) D;=[-1,3]; b) D;=(0,4).

2. a) Funksioni monotonisht zvogélohet; b) Funksioni monotonisht rritet;
¢) Funksioni monotonisht rritet; ¢) Funksioni monotonisht rritet.
3. a) (—1,0) dhe (1,0); b) (-3,0) dhe (3,0); ¢) Grafiku nuk ka piképrerje me boshtin X.

4. a) k>—%; ®) k >5.

5. a) T (1,3), funksioni monotonisht zvogélohet né intervalin (—oo,1) dhe monotonisht rritet
né intervalin (1, + ), V= [3, + o);

b) T (-1, —7), funksioni monotonisht rritet né intervalin (oo, —1) dhe monotonisht zvogélohet
né intervalin (=1, +o0), Vy= (-0, =7];

¢) 7(0,5), funksioni monotonisht rritet né intervalin (—oco0, 0) dhe monotonisht zvogélohet
né intervalin. (0, + o), Vy= (- «,5].

7.a) D;=R, V;=R"U{0}, zvogélohet n¢ intervalin (—o0,0) dhe rritet né intervalin

(0,+00), ka zero né x = 0, grafiku €shté simetrik né lidhje me boshtin y, dhe kalon népér pikat
(-11),(0,0) dhe (1,1);

b) D;=R, V=R, rritet né gjithé drejtézén reale, ka zero x = 0, grafiku éshté simetrike né
lidhje me fillimin e koordinatave, dhe kalon népér pikat (—1,—1), (0,0) dhe (1,1);

¢) D;=R\{0}, V;{=R", rritet né intervalin (—oo,0) dhe zvogélohet né intervalin (0,+0), nuk ka
zero, grafiku éshté simetrik né lidhje me boshtin y, dhe kalon népér pikat (—1,1),dhe (1,1);

¢) D¢=R\{0}, V;= R\{0}, zvogélohet né gjithé fushén e pérkufizimit, nuk ka zero, grafiku
&shté simetrik né€ lidhje me fillimin e koordinatave, dhe kalon népér pikat (—1,—1) dhe (1,1);
d) D;=R"U{0}, Vi=R" {0}, rritet né gjithé fushén e pérkufizimit, ka zero né

x = 0, grafiku kalon népér pikén (1,1);

dh) D;=R, V=R, rritet n€ gjithé¢ fushén e pérkufizimit, ka zero né x = 0, grafiku kalon
népér pikat (—1,—1) dhe (1,1).
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2XH3 R\
X—2

10. a) f‘l(x)=4x+l, XGR\{—%}; @) (%)=

) F'0=(x=17, xeR; 1) f'(x)=lg(x=3)+2, xe (3,+).

113 12 34 11 1 2
- s > Ty Ty T Ty T 1,_7_7_- 12 n, =697. 15 2 16 —.
3’275 ) %) 27624 0 5

17. 2. 18. % 19. 1. 20. —%. 22.2) 3; A)/2; ®) %; ) %; A 2; dh)dafa—1.

11. a) 0,

9

1
23. a) 2; d)))l; E) 2. 24.a) l; 6)0; ) & 25. —. 26. e’ 27. l 28. e.
3 3 2 7 e e
29. a) Asimptota vertikale x = 2, asimptota horizontale y =1;
b) Asimptota vertikale x =3, asimptota e pjerrét Yy =X+2;

¢) Asimptota vertikale x =0, asimptota e pjerrét y=X+1;

¢) Asimptota horizontale y = 0; d) Asimptotat vertikale X = -y = —X V3 dhe x=3 ,

dh) Asimptota e pjerrét y = %X , €) Xepusptoaahosgoniery y = —1 dhe y =1;

f) Asimptota horizontale y =0.
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